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Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο ξεκινάµε µε µία αναφορά στη µικροµηχανική των 
κοκκωδών υλικών και στη συνέχεια συνοψίζουµε τις βασικές έννοιες και ορισµούς 
σχετικά µε τις έννοιες της εντάσεως και της αντοχής όπως αυτές απαντώνται στην 
«Αντοχή των Υλικών». 
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1.1 Η Μικροµηχανική Ερµηνεία του Τανυστή των Τάσεων 
1.1.1 Η Αρχή των ∆υνατών Έργων (Α.∆.Ε.) στα κοκκώδη µέσα1 

 

Εικ.  1-1: Αριθµητική προσοµοίωση  των δυνάµεων επαφής που αναπτύσσονται µεταξύ των 
κόκκων σε κοκκώδες µέσο υπό την επίδραση της βαρύτητας 

Εδώ θα σκιαγραφήσουµε µια µικροµηχανική προσέγγιση στο πρόβληµα της εντάσεως, 
όπως αυτή απαντάται στη Μηχανική των κοκκωδών µέσων2,3. Από τη σκοπιά της 
Μικροµηχανικής τα διάφορα µεγέθη, κινηµατικά ή στατικά ορίζονται µε κάποια 
στατιστική διαδικασία πάνω στο λεγόµενο Αντιπροσωπευτικό Στοιχειώδη Όγκο4 (REV). 
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι κατά τα τελευταία 30 χρόνια έχουν αναπτυχθεί πολλοί 
υπολογιστικοί κώδικες που βασίζονται στη λεγόµενη Μέθοδο των ∆ιακριτών Στοιχείων 5,6 

που µας επιτρέπουν να πραγµατοποιήσουµε υπολογιστικά πειράµατα και να µελετήσουµε 
τις µηχανικές ιδιότητες των κοκκωδών υλικών στη κλίµακα του κόκκου (Εικ.  1-1). Σε ένα 
σώµα µε κοκκώδη µικροδοµή υποθέτουµε ότι ανά πάσα στιγµή οι κόκκοι βρίσκονται σε 
επαφή µε ορισµένους από τους γείτονές τους. Γεωµετρικά η επαφή δύο κόκκων, nκ  και 

mκ , χαρακτηρίζεται από το κοινό σηµείο επαφής ( , )c m n , το κοινό επίπεδο επαφής 
( , )m nε  και από τα µοναδιαία κάθετα διανύσµατα στο επίπεδο επαφής, nc mc

k kn n= − , που 
βρίσκονται στην ευθεία που συνδέει τα κέντρα των κόκκων και η οποία περιέχει το σηµείο 
επαφής c . Από στατική σκοπιά η επαφή δύο κόκκων χαρακτηρίζεται από το ζεύγος 
δυνάµεων επαφής, nc mc

k kF F= − , που ασκούνται στο σηµείο επαφής από τον ένα κόκκο 
στον άλλο (Εικ.  1-2). Στη βάση αυτή περιγράφουµε το πραγµατικό κοκκώδες υλικό από 
µεν γεωµετρικής σκοπιάς µε το χωροδικτύωµα (γράφηµα) εκείνο που έχει ως κόµβους τα 
κέντρα των σφαιρικών κόκκων από δε στατικής πλευράς µε το χωροδικτύωµα εκείνο που 
έχει ως τάσεις «ράβδων» το πλέγµα των δυνάµεων επαφής (Εικ.  1-3). Σηµειώνουµε ότι τα 
χωροδικτυώµατα της γεωµετρικής και της στατικής µικροδοµής γενικώς δεν ταυτίζονται. 
Αυτά ταυτίζονται µόνο στην περίπτωση όπου οι κόκκοι θεωρούνται ότι είναι λείες 
σφαίρες, οπότε κατά τις επαφές τους µόνο ορθές δυνάµεις µπορούν να ασκηθούν.  

                                                 
1 Bardet, J.-P. and Vardoulakis (2001). The asymmetry of stress in granular media. Int. J. Solids Struct.,38, 
353-367. 
2 Christoffersen, J., M. M. Mehrabadi, S. Nemat-Nasser (1981), A micromechanical description of granular 
material behavior, Journal of Applied Mechanics, ASME, Vol. 48, pp. 339-344. 
3 Rothenberg, L., and A. P. S. Selvadurai (1981). Micromechanical definition of the Cauchy stress tensor for 
particulate media, In: Mechanics of Structured Media (edited by A.P.S. Selvadurai), Elsevier, pp. 469-486. 
4 Αγγλ. Representative Elementary Volume (REV). 
5 Αγγλ. Discrete Element Method (DEM) 
6 Cundall P.A., Strack O.D.L. (1979). A discrete numerical model for granular assemblies, Géotechnique 29, 
No 1, 47-65. 
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Εικ.  1-2: Ο αντιπροσωπευτικός στοιχειώδης όγκος ( )REV και δυνάµεις επαφής µεταξύ 
κόκκων.  

 

Εικ.  1-3: Κοκκώδης µικροδοµή: το γεωµετρικό και το στατικό χωροδικτύωµα 

 

Εικ.  1-4: Θέσεις κόκκων και σηµείων επαφής κόκκων  
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Θεωρούµε ένα χαρακτηριστικό στοιχειώδη όγκο ( )REV , ο οποίος περιέχει N  τον αριθµό 
κόκκους, οι οποίοι βρίσκονται σε επαφή µεταξύ τους και ορισµένοι εκ των οποίων 
φορτίζονται εξ επαφής µέσω εξωτερικών φορτίων στην περιφέρεια του ( )REV . Στην 
περίπτωση που ο ( )REV είναι µικρός η επίδραση των καθολικών δυνάµεων θεωρείται 
αµελητέα. Όλοι οι κόκκοι στον ( )REV  οµαδοποιούνται σε ένα σύνολο στο οποίο 
αντιστοιχεί το σύνολο δεικτών αριθµήσεώς τους, 

 { } { }1, , , , 1, , ,a NB a Nκ κ κ= ↔ Β =… … … …  (1.1) 

Οι δυνάµεις οι οποίες δρουν στους κόκκους του ( )REV  είναι συγκεντρωµένα φορτία που 
ασκούνται σε M  τον αριθµό σηµεία επαφής, 

 { } { }1, , , , 1, , , ,s MC e e e s M= ↔ Γ =… … … …  (1.2) 

Το υποσύνολο I C⊂  περιλαµβάνει τα σηµεία επαφής των κόκκων στο εσωτερικό του 
( )REV , ενώ το υποσύνολο E C⊂  περιλαµβάνει τα σηµεία όπου ασκούνται στο σύνορο 
του ( )REV : 

 

{ }
{ }

1

1

, , {1, , }

, { 1, }

,

M

M M

I e e M

E e e M M

I E C I E

Ι

Ι

Ι

+ Ι

= ↔ Ι =

= ↔ Ε = +

∪ = ∩ =∅

… …

… …  (1.3) 

Τα υποσύνολα a aI ↔ Ι  και a aE ↔Ε  αφορούν στα σηµεία επαφής του κόκκου aκ  
αντιστοίχως µε κόκκους στο εσωτερικό του ( )REV και µε κόκκους εξωτερικά του ( )REV , 
ενώ το σύνολο a aC ↔Γ  αφορά στα σηµεία επαφής του κόκκου συνολικά, οπότε 

 
,

,

a a a a
a B

a a
a B a B

C C C I E

I I E E
∈

∈ ∈

= = ∪

= =

∪

∪ ∪
 (1.4) 

όπου για δύο διαφορετικούς κόκκους aκ  και bκ  ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 

 { },a b a b c a bE E I I e Bκ κ∩ =∅ ∩ = ∀ ≠ ∈  (1.5) 

Μια δεδοµένη συσκευασία κόκκων είναι σε ισορροπία όταν κάθε κόκκος είναι σε 
ισορροπία, δηλαδή όταν όλες οι εσωτερικές και εξωτερικές δυνάµεις που δρουν στον 
κόκκο είναι σε ισορροπία. Ισορροπία δυνάµεων και ροπών εκφράζονται από τις εξής 
εξισώσεις αντιστοίχως, 

 0
a

ac
i

c C
F

∈
=∑  (1.6) 

 ( ) 0
a

c a ac
ijk j j k

c C
x x Fε

∈
− =∑  (1.7) 

όπου a
ix  και c

ix  είναι τα διανύσµατα θέσεως του κέντρου του κόκκου και του σηµείου 
επαφής του µε εσωτερικούς κόκκους ή του σηµείου εφαρµογής εξωτερικού φορτίου. 



Ι. Βαρδουλάκης (2008) Ιδεατή Πλαστικότητα, Κεφ. 1 6 

∆εχόµεθα ότι δυνητική κινηµατική του τυχόντος κόκκου aκ  (θεωρουµένου ως απολύτως 
στερεού σώµατος) συνοψίζεται σε µία δυνατή µετατόπιση a

iuδ  και µία δυνατή στροφή 
a
iδθ  (Εικ.  1-5). 

 

Εικ.  1-5: ∆υνατή µετατόπιση και δυνατή στροφή κόκκου. 

Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις ισορροπίας (1.6) και (1.7) µε τη δυνατή 
µετατόπιση a

iuδ  και τη δυνατή στροφή a
iδθ  και αθροίζοντας τις εξισώσεις που 

προκύπτουν για όλους τους κόκκους στον ( )REV , παίρνουµε την εξής έκφραση  

 ( )( ) 0
a

ac a c a ac a
i i ijk j j k i

a c C
F u x x Fδ ε δθ

∈Β ∈
+ − =∑ ∑  (1.8) 

Το παραπάνω διπλό άθροισµα πάνω στα σύνολα aC  και Β  µπορεί να αναλυθεί σε δύο 
αθροίσµατα πάνω στα σύνολα Ι  και Ε . Λαµβάνοντας δε υπόψη το γεγονός ότι οι 
εσωτερικές δυνάµεις εµφανίζονται στα αθροίσµατα αυτά κατά ζεύγη αντιθέτων δυνάµεων, 

 c ac bc
i i iF F F= = −  (1.9) 

παίρνουµε τελικά την εξής έκφραση για την Α.∆.Ε. 

 ( , ) ( ,int)D ext DW Wδ δ=  (1.10) 

όπου οι ποσότητες ( , )D extWδ  και ( ,int)DWδ  συνιστούν αντιστοίχως7: α) Το δυνατό έργο  των 
εξωτερικών δυνάµεων, που δρουν στο διακριτό µέσο  

 ( , )D ext e e
i i

e
W F uδ δ

∈Ε

=∑  (1.11) 

όπου e
iuδ  είναι η δυνατή µετατόπιση του σηµείου εφαρµογής e  του εξωτερικού φορτίου 

e
iF  και β) το δυνατό έργο  των εσωτερικών δυνάµεων: 

 ( ,int)D c c
i i

c
W F uδ δ

∈Ι

= ∆∑  (1.12) 

όπου c
iuδ∆  είναι η µετατόπιση το σηµείου επαφής c  των κόκκων aκ  και bκ  (Εικ.  1-6), 

                                                 
7 Ο δείκτης D συµβολίζει ότι οι εκφράσεις αυτές αντιστοιχούν σε δυνατά έργα για το διακριτό (Αγγλ. 
discrete) σύστηµα των κόκκων 
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 ( ) ( )( )c b a b c b a c a
i i i ijk j k k j k ku u u x x x xδ δ δ ε δθ δθ∆ = − + − − −  (1.13) 

 

Εικ.  1-6: ∆υνατές µετατοπίσεις και στροφές 

Οι δυνατές µετατοπίσεις και στροφές µπορούν να επιλεγούν τυχαία. Ειδικότερα µπορούν 
να επιλεγούν ως συναρτήσεις του διανύσµατος θέσεως του κέντρου του κόκκου: 

 a a
i i ij ju a b xδ = + +"  (1.14) 

 a a
i i ij jxδθ α β= + +"  (1.15) 

για τυχαίους συντελεστές ,i ija b  και ,i ijα β , οπότε: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )c b a b a b c b a c a
i ij j j j ijk k k jl ijk l k k l k ku b x x x x x x x x x xδ α ε β ε∆ = − − − + − − − +"  (1.16) 

και 

 
( )

( ) ( )

e a a e ae
i i ijk j k k

ae e ae ae e ae
i ij j ijk j k k ijk jl l k k

u u x x

a b x x x x x x

δ δ ε δθ

ε α ε β

= + − +

= + + − + − +

"

"
 (1.17) 

όπου το διάνυσµα ae
kx  δίνει τη θέση του κέντρου a  του κόκκου aκ  µε την εξωτερική 

επαφή e .  

Με τις παραπάνω παραδοχές παίρνουµε τις εξής εκφράσεις για τα έργα των εξωτερικών 
και εσωτερικών δυνάµεων: 

 ( ,int) ( ) ( )D c b a c b a
ij i j j j ijk i k k

c c
W b F x x F x xδ α ε

∈Ι ∈Ι

= − − − +∑ ∑ "  (1.18) 

 ( , ) ( )D ext e e ae e e ae
i i ij i j j ijk i k k

e e e

W a F b F x F x xδ α ε
∈Ε ∈Ε ∈Ε

= + + − +∑ ∑ ∑ "  (1.19) 

Από την Α.∆.Ε., εξ. (1.10) παίρνουµε διαδοχικά τις εξής εξισώσεις ισορροπίας: 



Ι. Βαρδουλάκης (2008) Ιδεατή Πλαστικότητα, Κεφ. 1 8 

 
0 , 0 , 0

0

e
ij i i i i

e
e

i
e

b a F a

F

α
∈Ε

∈Ε

= = ⇒ = ∀ ⇔

=

∑

∑

…
 (1.20) 

Η εξ. (1.20) εκφράζει την ισορροπία των εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στον 
( )REV . Επίσης, 

 
0 , 0 , ( )

( )

c b a e ae
i i ij i j j ij i j ij

c e
c b a e ae

i j j i j
c e

a b F x x b F x b

F x x F x

α
∈Ι ∈Ε

∈Ι ∈Ε

= = ⇒ − = ∀ ⇔

− =

∑ ∑

∑ ∑

…
 (1.21) 

και  

 
0 , 0 , ( ) ( )

( ) ( )

c b a e e ae
i ij j ijk i k k j ijk i k k j

c e
c b a e e ae

ijk i k k ijk i k k
c e

a b F x x F x x

F x x F x x

α ε α ε α

ε ε
∈Ι ∈Ε

∈Ι ∈Ε

= = ⇒ − − = − ∀ ⇔

− − = −

∑ ∑

∑ ∑

…
 (1.22) 

Αν δεχθούµε τώρα ότι η ποσότητες ( )e ae
k kx x−  είναι της τάξεως µεγέθους της ακτίνας του 

κόκκου 

 ( )e ae
k k gx x O R− =  (1.23) 

τότε η παραπάνω εξίσωση ισορροπίας ροπών (1.22) δίνει κατά προσέγγιση την εξής 
σχέση, 

 ( ) 0c b a
ijk i k k

c

F x xε
∈Ι

− =∑  (1.24) 

1.1.2 Ο µικροµηχανικός ορισµός της τάσεως κατά Love  

Κατά τη µετάβαση από το ∆ιακριτό κοκκώδες Μέσο στο Συνεχές Μέσο8 παρατηρούµε ότι 
ο τανυστής των τάσεων κατά Cauchy στο Συνεχές ικανοποιεί τις εξισώσεις ισορροπίας. 
Όπως αναφέραµε στην περίπτωση που ο ( )REV  είναι µικρός η επίδραση των καθολικών 
δυνάµεων θεωρείται αµελητέα, οπότε έχουµε τις εξής εξισώσεις ισορροπίας, 

 0ij
k REV

i

x V
x
σ∂

= ∀ ∈
∂

 (1.25) 

 ij i j k REVn t x Vσ = ∀ ∈∂  (1.26) 

Για τον υπολογισµό µιας µέσης τιµής της τάσεως στον ( )REV  ακολουθούµε την εξής 
διαδικασία9: Πολλαπλασιάζουµε την εξ. (1.25) µε kx  και ολοκληρώνουµε πάνω στον όγκο 
του ( )REV , οπότε παίρνουµε, 

                                                 
8 Froiio, F., Tomassetti, G. and Vardoulakis, I. (2006). Mechanics of granular materials: the discrete and the 
continuum descriptions juxtaposed, Int. J. Solids Structures, 43, 7684–7720. 
9 L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Theory of Elasticity, Vol.7, sect. 2, p.7, Pergamon Press, 1959. 



Ι. Βαρδουλάκης (2008) Ιδεατή Πλαστικότητα, Κεφ. 1 9

 

( )
0

0
REV REV REV

REV REV

REV REV

ij kij k
k ij

i i iV V V

ij k i ij ki
V V

j k kj
V V

x x
x dV dV dV

x x x

x n dS dV

t x dS dV

σσ
σ

σ σ δ

σ

∂

∂

∂∂ ∂
= − = ⇒

∂ ∂ ∂

− = ⇒

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 (1.27) 

Ορίζουµε τώρα τη µέση τάση  

 1

REV

ij ij
REV V

dV
V

σ σ= ∫  (1.28) 

Αντιπαραβάλλοντας τις εξ. (1.22) και (1.27)  

 ( )
REV REV

ae e b a c
k i ki k i k k i

e cV V

x t dS dV x F x x Fσ
∈Ε ∈Ι∂

= ↔ = −∑ ∑∫ ∫  (1.29) 

Αυτή η αντιπαραβολή µας επιτρέπει να προτείνουµε ένα τύπο για τον υπολογισµό της 
µέσης τάσεως στο (REV) κάνοντας χρήση µικροµηχανική πληροφορία10,  

 1 ( )b a c
ij i i j

cREV

x x F
V

σ
∈Ι

≈ −∑  (1.30) 

ή 

 1 c c
ij i j

cREV

F
V

σ
∈Ι

≈ ∑ A  (1.31) 

όπου 

 b a
i i ix x= −A  (1.32) 

είναι το διάνυσµα που ενώνει τα κέντρα των εκάστοτε δύο κόκκων σε επαφή. Η παραπάνω 
σχέση , εξ.(1.31), για τον υπολογισµό της τάσεως αποδίδεται στον Love11 και έχει τύχει 
ευρείας χρήσεως στην σχετική βιβλιογραφία. 

Τέλος παρατηρούµε ότι από τις εξ. (1.24) και (1.31) προκύπτει (προσεγγιστικά) η 
συµµετρία της µέσης τάσεως 

 0 0c c
ijk i k ijk ki

c
Fε ε σ

∈Ι

≈ ⇒ ≈∑ A  (1.33) 

οπότε για 

 312 23 213 32 23 321: 0j ε σ ε σ σ σ= + ≈ ⇒ ≈  κ.ο.κ. (1.34) 

ή 

                                                 
10 e.g. information stemming from a DEM simulation of the mechanical description of a granular medium. 
11 A.E.H. Love, A Treatise of the Mathematical Theory of Elasticity, Cambridge University Press, 1927. 
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 ij jiσ σ≈  (1.35) 

Στην περίπτωση αυτή ο παραπάνω τύπος του Love θα πάρει την εξής µορφή, 

 ( )1
2

c c c c
ij i j j i

cREV

F F
V

σ
∈Ι

≈ +∑ A A  (1.36) 

Παράδειγµα 

 

Εικ.  1-7: Υπολογισµός της ισοδύναµης τάσεως σε συνεχή δίσκο 

Πίνακας  1-1: Επίλυση του δικτυώµατος και υπολογισµός της ισοδύναµης τάσεως στον 
κεντρικό κόµβο (Εικ.  1-7) 

 
 

Για την επεξήγηση του παραπάνω τύπου του Love για τον υπολογισµό της µέσης τάσεως 
σε ένα διακριτό µέσο, εξ. (1.36), θα θεωρήσουµε το εξής απλό παράδειγµα: Έστω ένα 
απλό επίπεδο τριγωνικό δικτύωµα, αποτελούµενο από ράβδους του ιδίου µήκους και της 
ίδιας στιβαρότητας, φορτιζόµενο στην κορυφή του από οριζόντιο φορτίο [ / ]F kN m , 
όπως φαίνεται στην Εικ.  1-7. Θεωρούµε τον κεντρικό κόµβο ( a ) και τους γειτονικούς του, 
µε τους οποίους αυτός συνδέεται µέσω των ράβδων (1) ως (6). Επιλύνοντας τον φορέα 
βρίσκουµε τις τάσεις των ράβδων αυτών διάτµηση (Πίνακας  1-1) και εφαρµόζουµε τον 
τύπο του Love ως εξής: 

 ( )
6

2
1

1
2

c c c c
ij i j j i

c
S Sσ

π =

≈ +∑ A A
A

 (1.37) 

οπότε προκύπτει ότι η εντατική κατάσταση στον κόµβο (a) είναι απλή διάτµηση: 

 [ ] 0 1/ 4
1/ 4 0

Fσ
π

⎡ ⎤
= ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦ A

 (1.38) 
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1.2 Οι Αναλλοίωτες του Τανυστή των Τάσεων 

 

Εικ.  1-8: Συµβολισµός των συνιστωσών του ελκυστή των τάσεων σε επίπεδα κάθετα προς 
τους άξονες καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων  

Θεωρούµε τον συµµετρικό πραγµατικό ή κατά Cauchy τανυστή των τάσεων σε 
καρτεσιανή µορφή σε σύστηµα αξόνων 1 2 3( , , )O x x x  (Εικ.  1-8.), 

 [ ]
11 12 13

21 22 23

31 32 33

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (1.39) 

Ο τανυστής αυτός αναλύεται σε ισότροπο ή σφαιρικό και αποκλίνοντα12, 

 1
3ij kk ij ijsσ σ δ= +  (1.40) 

όπου 

 11 22 33kkσ σ σ σ= + +  (1.41) 

είναι το ίχνος του τανυστή των τάσεων και 

 ( )11 11 22 33 12 12
1 2 , , . . .
3

s sσ σ σ σ κ ο κ= − − =  (1.42) 

είναι οι συνιστώσες του αποκλίνοντα. Παρατηρούµε ότι οι κύριοι άξονες του τανυστή των 
τάσεων και του αποκλίνοντά του ταυτίζονται (γιατί;). Σε σύστηµα κυρίων αξόνων 

1 2 3( , , )O x x x′ ′ ′  οι τανυστές αυτοί παρίστανται από τους παρακάτω διαγώνιους πίνακες 

 [ ] [ ]
1 1

2 2

3 3

0 0 0 0
0 0 , 0 0
0 0 0 0

s
s s

s

σ
σ σ

σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (1.43) 

                                                 
12 Αγγλ. deviator 
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Παρατήρηση  

Γενικώς οι ιδιοτιµές ενός  πίνακα [ ]ijA  ικανοποιούν την χαρακτηριστική εξίσωση (γιατί;) 

 3 20 0ij ij A A AA I II IIIαδ α α α− = ⇒ − + − =  (1.44) 

όπου AI , AII και AIII  είναι οι βασικές αναλλοίωτες του πίνακα 3 3[ ] XA , που δίδονται από 
τις παρακάτω σχέσεις συναρτήσει των στοιχείων του πίνακα [ ] [ ]ijA A=  και των ιδιοτιµών 
του ( 1,2,3)i iα ′ ′ = : 

 11 22 33 1 2 3AI A A A α α α= + + = + +  (1.45) 

 22 23 11 1311 12
1 2 2 3 3 1

32 33 31 3321 22
A

A A A AA A
II

A A A AA A
α α α α α α= + + = + +  (1.46) 

 
11 12 13

21 22 23 1 2 3

31 32 33

A

A A A
III A A A

A A A
α α α= =  (1.47) 

Σηµειώνουµε ότι οι ιδιοτιµές ενός τετραγωνικού συµµετρικού πίνακα είναι πραγµατικοί 
αριθµοί13. 

 

Εικ.  1-9: Χώρος των κυρίων τάσεων κατά Haigh-Westergaard 

Όταν η εντατική κατάσταση αναφέρεται σε σύστηµα κυρίων αξόνων, τότε δύναται αυτή 
να παρασταθεί γεωµετρικά σε ένα καρτεσιανό χώρο, τον λεγόµενο χώρο των κυρίων 
τάσεων κατά Haigh-Westergaard (Εικ.  1-9). Στον χώρο αυτό η εντατική κατάσταση 
παρίσταται µε το διάνυσµα θέσεως 

                                                 
13 Pettofrezzo, A.J., Matrices and Transformations, Dover, 1966 
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1

2

3

OP
σ
σ
σ

→
⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (1.48) 

Το διάνυσµα αυτό προβάλλεται αντιστοίχως στην λεγόµενη χωροδιαγώνιο και σε κάθετο 
προς αυτήν επίπεδο (π). Πάνω στην χωροδιαγώνιο απεικονίζονται όλες οι ισότροπες 
εντατικές καταστάσεις, δηλαδή οι εντατικές καταστάσεις µε, 1 2 3σ σ σ= = , ενώ πάνω στο 
επίπεδο (π), που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, το λεγόµενο και «αποκλίνον 
επίπεδο», απεικονίζονται όλες οι καθαρώς αποκλίνουσες από την ισότροπη εντατικές 
καταστάσεις, δηλ. οι εντατικές καταστάσεις µε 1 2 3 0σ σ σ+ + = . 

Έστω η 1η  αναλλοίωτη ποσότητα του τανυστή των τάσεων, 

 1 1 2 3kkI σ σ σ σ σ= = + +  (1.49) 

οπότε, 

 1 1 1
1 , . . .
3

s I σσ κ ο κ= +  (1.50) 

Παρατηρούµε ότι η 1η  αναλλοίωτος του αποκλίνοντος τανυστή µηδενίζεται, 

 1 1 2 3 0s kkJ s s s s= = + + =  (1.51) 

Άρα για τον υπολογισµό των κυρίων τάσεων ( 1,2,3)i iσ =  αρκεί να υπολογίσουµε τις 
κύριες τάσεις ( 1,2,3)is i = . Αυτές δίδονται από την εξής χαρακτηριστική εξίσωση (γιατί;) 

 3
2 3 0s ss J s J− − =  (1.52) 

οι συντελεστές της οποίας είναι αντιστοίχως η 2η και 3η αναλλοίωτος του αποκλίνοντος 
τανυστή των τάσεων, 

 ( )2 2 2
2 1 2 3

1 1
2 2s ij jiJ s s s s s= = + +  (1.53) 

 ( )3 3 3
3 1 2 3

1 1
3 3s ij jk kiJ s s s s s s= = + +  (1.54) 

Επειδή ο τανυστής των τάσεων είναι συµµετρικός, έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, οπότε η 
λύση της παραπάνω χαρακτηριστικής κυβικής εξ. (1.52) για τις ιδιοτιµές του αποκλίνοντος 
δίδεται µε τη βοήθεια τριγωνοµετρικών συναρτήσεων µιας βοηθητικής γωνίας sα  ως εξής: 

 2 2 2
1 2 3

2 2 2
cos , cos , cos

3 33 3 3
s s s

s s s

J J J
s s sπ πα α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (1.55) 

Όπου (Εικ.  1-10)  
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2 3 1 0

2 1 3 0

1 2 3 0

1 3 2 0

3 1 2 0

3 2 1

(1) : 0 / 3 ( ) :
(2) : / 3 2 / 3 ( ) : 2 / 3
(3) : 2 / 3 ( ) : 2 / 3
(4) : 4 / 3 ( ) : 4 / 3
(5) : 4 / 3 5 / 3 ( ) : 4 / 3
(6) : 5 / 3 2 ( )

s s s

s s s

s s s

s s s

s s s

s

s s s
s s s

s s s
s s s

s s s
s s s

α π α α
π α π α α π
π α π α α π
π α π α α π
π α π α α π
π α π

≤ ≤ ≤ ≤ =
≤ ≤ ≤ ≤ = − +
≤ ≤ ≤ ≤ = +

≤ ≤ ≤ ≤ = − +
≤ ≤ ≤ ≤ = +
≤ ≤ ≤ ≤ 0: 2s sα α π= − +

 (1.56) 

 

Εικ.  1-10: Γεωµετρική απεικόνιση της λύσεως της χαρακτηριστικής εξ. (1.52) του 
αποκλίνοντος 

Η γωνία 0sα  καλείται αναλλοίωτη τασική γωνία οµοιότητας και ορίζεται ως εξής14 

 3
0 03/ 2

2

3 3cos3 , 0 / 3
2

s
s s

s

J
J

α α π= ≤ ≤  (1.57) 

Στην βιβλιογραφία καµιά φορά αντί της αναλλοίωτης γωνίας 0sα  χρησιµοποιείται η 
παράµετρος Lode15 ή η λεγόµενη παράµετρος16 b, οι οποίες στο 1ο εκτιµόριο ορίζονται ως 
εξής: 

 3 2 0
2 3 1

1 2 0

sin2 1 2 1 ,
sin( / 3 )

s

s

Lσ
σ σ α σ σ σ
σ σ π α

−
= − = − ≤ ≤

− +
 (1.58) 

 ( )1 3 0
2 3 1

1 2 0

sin11 1 1 ( )
2 sin( / 3 )

s

s

b Lσ
σ σ α σ σ σ
σ σ π α

−
= = − + = − ≤ ≤

− +
 (1.59) 

                                                 
14 Αγγλ. stress invariant angle of similarity 
15 W. Lode (1926). Versuche ueber den Einfluss der mittleren Hauptspannung auf das Fliessen der Metalle 
Eisen, Kupfer und Nickel. Z. Physik, Vol. 36, 913-939. 
16 Η παράµετρος b χρησιµοποιείται συνήθως στην Εδαφοµηχανική, πρβλ. Reads & Green, Géotechnique, 
26(4), 551-576, 1976.  Parry RHG. Ed. Stress-strain behaviour of soils. Proceedings of the Roscoe Memorial 
Symposium. Cambridge University, March, 1971. 
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Εικ.  1-11: Σχέση µεταξύ αναλλοίωτου γωνίας 0sα  και παραµέτρου Lode, εξ. (1.58) 

 

Εικ.  1-12: Ορισµός της τασικής παραµέτρου b , εξ. (1.59) 

Παράδειγµα 

Σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 1 2 3( , , )O x x x  δίδεται ο πίνακας των τάσεων σε 
κατάλληλες µονάδες: 

1 0 2
[ ] 0 2 3

2 3 0
ijσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Η µέση ορθή τάση και ο αποκλίνων είναι: 

0 0 2
1 (1 2 0) 1 , [ ] 0 1 3
3

2 3 1
ijp s

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + = = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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Η 2η και 3η αναλλοίωτος του αποκλίνοντα τανυστή υπολογίζονται ως εξής: 

2 2 2 2 2 2
2 11 22 22 33 33 11 12 23 31

2 2 2 2 3 2

1 ( ) ( ) ( )
6
1 (1 2) (2 0) (0 1) 0 3 2 14
6

sJ σ σ σ σ σ σ σ σ σ⎡ ⎤= − + − + − + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + − + − + + + =⎣ ⎦

 

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

0 0 2
0 1 3 2(0 2) 4
2 3 1

s

s s s
J s s s

s s s
= = = − = −

−
 

Οπότε:  

0 01.5

3 3 4cos3 0.19839 3 101.44
2 14s sα α−

= = − ⇒ = D  

και 

0 1 233.81 , 153.81 , 273.81s s sα α α= = =D D D   

Με 

22 2 14 4.3205
3 3

sJ
ρ = = =  

παίρνουµε τελικά 

( )
( )

1

2

3

cos(33.81 ) 3.5897

cos 60 33.81 3.8771

cos 60 33.81 0.2874

s

s

s

ρ

ρ

ρ

= =

= − − = −

= − + =

D

D D

D D

 

Έλεγχος:  1 2 3 0s s s+ + =  
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Οι κύριες τάσεις υπολογίζόνται ως εξής: 

1 1

2 2 2 3 1

3 3

4.59
2.88 ( )

1.29

p s
p s
p s

σ
σ σ σ σ
σ

= + =
= + = − ≤ ≤
= + =

 

Τέλος η παράµετρος (0 1)b b≤ ≤ , που εκφράζει την απόκλιση της ενδιάµεσης τάσεως από 
την µεγαλύτερη τάση προκύπτει, 

3 1

2 1

0.44b σ σ
σ σ

−
= =

−
 

Άσκηση 

Να ευρεθούν οι κύριες κατευθύνσεις του ως άνω τανυστή ijσ  ως προς το θεωρούµενο 
σύστηµα συντεταγµένων. 

1.3 Αξονοσυµµετρικές Εντατικές Καταστάσεις 
Οι αξονοσυµµετρικές εντατικές καταστάσεις χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι δύο 
κύριες τάσεις είναι ίσες: 

 [ ]
1 0 0

0 0
0 0

c

c

σ
σ σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (1.60) 

οπότε 

 

2 1

3
3 1

33
1

133/ 2
1

1 ( )
3
2 ( )

27
( )3 3 (2 / 3 )cos3 sgn( )

2 (1/ 3)

s c

s c

c
s c

c

J

J

σ σ

σ σ

σ σα σ σ
σ σ

= +

= +

+
= = +

+

 (1.61) 

Ειδικότερα διακρίνουµε ανάµεσα στον αξονοσυµµετρικό εφελκυσµό17 

 
( )1

0 1 2

cos3 1 1 , 1
2 40 , ,
3 3

c s

s s s

L bσσ σ α
π πα α α

− < ⇒ = + = − =

= = =
 (1.62) 

και την αξονοσυµµετρική θλίψη18 

                                                 
17 Αγγλ. axisymmetric extension 
18 Αγγλ. axisymmetric compression 
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( )1

0 1 2

cos3 1 1 , 0
5, ,

3 3

c s

s s s

L bσσ σ α
π πα α π α

< − ⇒ = − = + =

= = =
 (1.63) 

Οι εντατικές καταστάσεις αυτές υλοποιούνται εύκολα στο εργαστήριο µέσω της λεγόµενης 
τριαξονικής συσκευής, η οποία επιτρέπει την άσκηση επί του δοκιµίου ολόπλευρης 
πιέσεως cσ  και αξονικής τάσεως 1σ , η οποία µε τη σειρά της εξαρτάται από το 
επιβαλλόµενο αξονικό φορτίο P  και από την επιφάνεια A  της ορθής προς το άξονα 
διατοµής του δοκιµίου(Εικ.  1-13)19, 

 1 c
P
A

σ σ= − +  (1.64) 

Είναι φανερό ότι  στη περίπτωση της τριαξονικής θλίψεως το αξονικό φορτίο είναι 
θλιπτικό ( 0P < ), όποτε 1 0cσ σ< − < , ενώ στην περίπτωση του τριαξονικού εφελκυσµού 
το αξονικό φορτίο είναι εφελκυστικό ( 0P > ) και 1 0cσ σ− < <  (Εικ.  1-14). 

 

Εικ.  1-13: Σχηµατική παράσταση πειραµατικής διατάξεως τριαξονικής θλίψεως 

 

Εικ.  1-14: Τριαξονική θλίψη και εφελκυσµός 

                                                 
19 Πρβλ. Ι. Βαρδουλάκη, Γεωτεχνική Μηχανική, Κεφ. 3.5, www.geolab.mechan.ntua.gr 
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Εικ.  1-15: Απεικόνιση της εντατικής καταστάσεως τριαξονικής θλίψεως στο χώρο Haigh-
Westergaard 

Για παράδειγµα ας θεωρήσουµε την απεικόνιση µιας αξονοσυµµετρικής θλιπτικής 
εντατικής καταστάσεως στο χώρο κυρίων τάσεων Haigh-Westergaard (Εικ.  1-15). Όπως 
αναφέραµε και πιο πάνω οι προβολές του διανύσµατος θέσεως της προκείµενης εντατικής 
καταστάσεως πάνω στη χωροδιαγώνιο και στο αντίστοιχο αποκλίνον επίπεδο συνδέονται 
άµεσα µε τη 1η και τη 2η αναλλοίωτη του τανυστή των τάσεων και του αποκλίνοντά του 
αντιστοίχως, 1( ) / 3OP I σ′ =  και 2( ) 2 sPP J′ = . Στη θεωρούµενη περίπτωση της 
τριαξoνικής θλίψεως επιλέγουµε τους εξής συµβολισµούς,  

 3 1 2 , 5 / 3z c sσ σ σ σ σ α π= ≤ = = − =  (1.65) 

οπότε έχουµε αντιστοίχως τις εξής εκφράσεις για τις αναλλοίωτες (Εικ.  1-16): 

 

( )

( )

1 1 3

2 2 2
2 1 2 3 3 1

1 3 1

2 3 1

3 3 1

1 1 2
3 3

1 1
2 3

2 1cos 5
3 33 3

2 1cos 5
3 3 33

2 2cos 5
3 3 33

s

p I

T J s s s

T Ts

Ts

Ts

σ σ σ

σ σ

π σ σ

π π σ σ

π π σ σ

= = +

= = + + = −

⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= − + = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.66) 
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Εικ.  1-16: Απεικόνιση τριαξονικών καταστάσεων στο επίπέδο π  

1.4 Η Φυσική Ερµηνεία των Αναλλοίωτων του Τανυστή των Τάσεων 
Στη βάση αυτή κάνουµε τώρα την υπόθεση ότι ο τανυστής των τάσεων στο υλικό σηµείο 
που κατέχει τη θέση του κέντρου βάρους του (REV), µας δίδει την πληροφορία σχετικά µε 
τις µεταξύ των κόκκων ασκούµενες δυνάµεις επαφής. Για να επεξηγήσουµε αυτή την 
υπόθεση µεταφέρουµε νοερά σε µία κοινή αρχή στον ℜ3 όλα τα διανύσµατα επαφής nG  
που εµφανίζονται πάνω στην περιβάλλουσα του ( )REV , Εικ.  1-17. Με τη διαδικασία αυτή 
κάθε επαφή E  που συναντάµε στην περιβάλλουσα του (REV) απεικονίζεται σε ένα 
σηµείο E′  πάνω στην επιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας. Η ακτίνα θέσης στο εκάστοτε 
σηµείο E′  της µοναδιαίας σφαίρας είναι προφανώς παράλληλη προς το αντίστοιχο, 
κάθετο στο επίπεδο επαφής, µοναδιαίο διάνυσµα επαφής in . Στο σηµείο αυτό E′  
προσάπτουµε τον ελκυστή jt , οποίος υποθέτουµε ότι σχετίζεται στατιστικά µε τις 

δυνάµεις E
iF , που ασκούνται στα σηµεία επαφής E  των κόκκων στην περιβάλλουσα του 

(REV). Ο υπολογισµός του ελκυστή jt  από τις δυνάµεις επαφής γίνεται ως εξής: Ξεκινάµε 
από την υπόθεση ότι ο τανυστής των τάσεων κατά Cauchy στο Συνεχές ικανοποιεί τις 
εξισώσεις ισορροπίας.  

 

Εικ.  1-17: Απεικόνιση του διανύσµατος επαφής και της δυνάµεως επαφής: Το διάνυσµα 
επαφής nG  που είναι κάθετο στο κοινό επίπεδο επαφής µεταξύ δύο κόκκων στο (REV) 
απεικονίζεται πάνω στη µοναδιαία σφαίρα στο σηµείο E′ . Στο σηµείο αυτό προσαρτούµε το 
διάνυσµα του ελκυστή t

G
 που αντιστοιχεί στην δύναµη επαφής  
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Με αυτό το σκεπτικό µπορεί κανείς να αναρωτηθεί π.χ. ποία είναι η τιµή του µέσου ορθού 
ελκυστή ή ποία είναι η τιµή του µέσου διατµητικού ελκυστή, που αντιστοιχεί στις 
δυνάµεις επαφής για όλες τις πιθανές επαφές (Ε) πάνω στην περιβάλλουσα επιφάνεια του 
(REV); Για να απαντήσουµε στα ερωτήµατα αυτά υπολογίζουµε κατ’ αρχήν ένα βαθµωτό 
µέγεθος, την ορθή συνιστώσα του ελκυστή στην τυχούσα επαφή E E′↔ , που αντιστοιχεί 
στο µοναδιαίο διάνυσµα in , 

 n
i it t n=  (1.67) 

Ας υπολογίσουµε τώρα την µέση ορθή τάση για όλες τις κατευθύνσεις in , 

 np t=< >  (1.68) 

Η µέση τιµή υπολογίζεται πάνω στη µοναδιαία σφαίρα  

 
2

0 0

1 sin
4

n nt t d d
π π

θ θ φ
π

< > = ∫ ∫  (1.69) 

όπου 1r = ,θ καιφ είναι σφαιρικές συντεταγµένες (Εικ.  1-18).  

Οι καρτεσιανές συντεταγµένες του τυχόντος διανύσµατος OE n
→
′ =
G  πάνω στη µοναδιαία 

σφαίρα µπορούν να εκφρασθούν ως συναρτήσεις των σφαιρικών συντεταγµένων του 
σηµείου E′   

 1 2 3sin cos , sin sin , cosn n nθ φ θ φ θ= = =  (1.70) 

 

Εικ.  1-18: Σφαιρικές συντεταγµένες: Το τυχόν σηµείο E′  πάνω στην µοναδιαία σφαίρα 
βρίσκεται στην τοµή ενός παράλληλου κύκλου, .constθ ′ =  και ενός µεσηµβρινού, .constφ = . 
Οι τιµές αυτές των γωνιών θ  και φ  συνιστούν εν προκειµένω τις σφαιρικές συντεταγµένες 
του σηµείου E′ . 
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Ισχύουν δε οι παρακάτω σχέσεις (γιατί;) 

 ( )

( )

2

0 0

ln

1sin
3

0

1 1
3 5 15

0

1 1
3 5 7 105

i j i j ij

i j k

i j k l ij kl ik jl il jk ijkl

i j k l m

i j k l m n in jklm jn klmi kn lmij mijk mn ijkl ijklmn

n n n n d d

n n n

n n n n

n n n n n

n n n n n n

π π

θ θ φ δ

δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

< > = =

< > =

< > = + + =
⋅

< > =

< > = + + + + =
⋅ ⋅

∫ ∫

(1.71) 

Άρα 

 1 1
3 3

n
ji j i ji j i ij ij kkp t n n n nσ σ σ δ σ=< > =< > = < > = =  (1.72) 

Ο παραπάνω υπολογισµός δείχνει ότι: η 1η αναλλοίωτη του τανυστή των τάσεων 
συνδέεται µε τη µέση ορθή τάση, 

 1
1
3

p I σ=  (1.73) 

Αντιστοίχως ορίζουµε ένα διανυσµατικό µέγεθος, τον διατµητικό ελκυστή, που ασκείται 
σε µια στοιχειώδη επιφάνεια µε µοναδιαίο εξωτερικό διάνυσµα in . 

 t n
i i it t t n= −  (1.74) 

Αναλόγως µε τον παραπάνω υπολογισµό βρίσκουµε ότι η 2η αναλλοίωτη του αποκλίνοντα 
τανυστή των τάσεων συνδέεται µε την «µέση διατµητική τάση»  

 ( ) ( )
2

2
5

t t
m i i st t Jτ = < > =  (1.75) 

Για το λόγο αυτό στη βιβλιογραφία  η ποσότητα, 

 2
5
2s mT J T τ= ⇒ =  (1.76) 

ονοµάζεται ένταση διατµητικής τάσεως20. 

1.5 Ζώνες ∆ιατµήσεως21  
Παραπάνω δείξαµε σε αδρές γραµµές πώς µπορεί κανείς να υπολογίσει την µέση τιµή της 
ορθής και διατµητικής τάσεως, όταν η ολοκλήρωση γίνεται πάνω στην επιφάνεια ενός 
σφαιρικού ( )REV , που περιβάλλει το σηµείο ενδιαφέροντος. Αυτή η διαδικασία είναι 
θεµιτή, αν η µικροδοµή του υλικού εµφανίζει µια κάποια ισοτροπία, γεγονός που είναι 

                                                 
20 Αγγλ. shearing stress intensity.  
Πρβλ. Kachanov, L.M., Fundamentals of the Theory of Plasticity, Mir Publishers, Moscow, 1974. 
21 Αγγλ. shear bands. 
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αποδεκτό στις λεγόµενες τυχαίες (random) µικροδοµές (π.χ. σε κοκκώδη υλικά ή 
σκυροδέµατα, που δεν έχουν υποστεί σοβαρές προφορτίσεις, που να αντιστοιχούν σε 
σηµαντικές αποκλίσεις από την ισότροπη ένταση). Παρατηρούµε τώρα ότι η διαδικασία 
υπολογισµού µέσων τιµών των διαφόρων κινηµατικών και εντατικών µεγεθών δεν είναι 
µονοσήµαντη. Το αποτέλεσµα εξαρτάται σηµαντικά από την επιλογή του σχήµατος του 
( )REV , πάνω στο οποίο θα γίνουν οι διάφορες ολοκληρώσεις22. Για παράδειγµα ας 
θεωρήσουµε ένα δοκίµιο από κοκκώδες υλικό (άµµο), στο οποίο µετά το µέγιστο φορτίο η 
παραµόρφωση εντοπίστηκε σε µία στενή ζώνη διατµήσεως, που στην παρακείµενη 
ραδιογραφία φαίνεται ως φωτεινή, θαµπή ζώνη (Εικ.  1-19).  

 

Εικ.  1-19: Ζώνη ολισθήσεως σε διαξονική καταπόνηση δοκιµίου ξηρής άµµου23 

Στην περίπτωση αυτή δεν µπορούµε να αγνοήσουµε την αλλαγή της δοµής του δοκιµίου, 
και φαίνεται λογικότερο αντί του σφαιρικού ( )sREV  να επιλέξουµε ένα ορθογώνιο 
( )rREV , προσαρµοσµένο στη γεωµετρία της αναπτυχθείσης δοµής, οπότε 

 
( ) ( )

2 1
11 22

1 2 1 2

2 2
2 12 1 21

1 2

1

n

t

t

t

σ σ

σ σ

< > = +
+ +

< > = +
+

A A
A A A A

A A
A A

 (1.77) 

Η µικροδοµική ανισοτροπία, που προκαλεί η ανάπτυξη της εντοπισµένης ζώνης ολίσθησης 
λαµβάνεται υπ’ όψιν, αν στο επίπεδο της παραµορφώσεως το πάχος 22A  του ορθογωνίου 
( )rREV  επιλεγεί κατά πολύ µικρότερο του µήκους του 12A , ενώ η τρίτη διάσταση 
λαµβάνεται να εκτείνεται καθ’ όλο το πάχος του δοκιµίου. Εισάγοντας το λόγο 2 1/α = A A , 
παίρνουµε 

                                                 
22 V.V. Novozhilov, Theory of Elasticity, Pergamon Press, 1961. 
23 Vardoulakis I. and Graf B. (1985). Calibration of constitutive models for granular materials using data 
from biaxial experiments. Géotechnique, 35, 299-317. 
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11 22

2 2

12 21

1
1 1

1
1 1

n

t

t

t

α σ σ
α α

α σ σ
α α

< > = +
+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞< > = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.78) 

Στο όριο µηδενικού πάχους, 0α → , προκύπτουν οι γνωστοί από την Εδαφοµηχανική 
τύποι του Coulomb για τις τάσεις στο “επίπεδο” αστοχίας 

 22 21,n tt tσ σ< > → < > →  (1.79) 

Οι τύποι αυτοί σηµαίνουν ότι για επιµήκεις δοµές, όπως οι ζώνες εντοπισµένης 
παραµορφώσεως, η ορθή και διατµητική τάση στο επίπεδο της ζώνης περιγράφουν  σε 
καλή προσέγγιση τις αντίστοιχες µέσες τιµές (Εικ.  1-20).  

 

Εικ.  1-20: «Μέση» ορθή και διατµητική τάση σε επιµήκεις δοµές 

1.6 Μέγιστη, Μέση και Οκταεδρική ∆ιατµητική Τάση 
Παρατηρούµε ότι η γωνία sα  ή η ισοδύναµη προς αυτή παράµετρος Lode Lσ , εκφράζουν 
την απόκλιση της µέγιστης διατµητικής τάσης από τη µέση διατµητική τάση (Εικ.  1-21),  

 

3,max 1 2

1,max 2 3

2,max 3 1

/ 2 5(1) & (4) : sin( / 3 )
2

/ 2 5(2) & (5) : sin( )
2

/ 2 5(3) & (6) : sin( / 3 )
2

s
m m

s
m m

s
m m

τ σ σ
π α

τ τ

τ σ σ
α

τ τ

τ σ σ
π α

τ τ

−
= = +

−
= =

−
= = −

 (1.80) 

 

2 3 1 0

2 1 3 0

1 2 3 0

1 3 2 0

3 1 2 0

3 2 1

(1) : 0 / 3 ( ) :
(2) : / 3 2 / 3 ( ) : 2 / 3
(3) : 2 / 3 ( ) : 2 / 3
(4) : 4 / 3 ( ) : 4 / 3
(5) : 4 / 3 5 / 3 ( ) : 4 / 3
(6) : 5 / 3 2 ( )

s s s

s s s

s s s

s s s

s s s

s

s s s
s s s

s s s
s s s

s s s
s s s

α π α α
π α π α α π
π α π α α π
π α π α α π
π α π α α π
π α π

≤ ≤ ≤ ≤ =

≤ ≤ ≤ ≤ = − +

≤ ≤ ≤ ≤ = +

≤ ≤ ≤ ≤ = − +

≤ ≤ ≤ ≤ = +

≤ ≤ ≤ ≤ 0: 2s sα α π= − +

 (1.81) 
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Εικ.  1-21: Μέση και µέγιστη διατµητική τάση 

Από τις εκφράσεις αυτές προκύπτει ότι η απόκλιση µεταξύ µέγιστης και µέσης τάσης είναι 
µόνο συνάρτηση της γωνίας sα  στο αποκλίνον επίπεδο. Στο πρώτο εκτιµόριο η ελάχιστη 
και µέγιστη απόκλιση αντιστοιχούν σε γωνίες οµοιότητας 0sα =  ( 1)Lσ = −  και 

/ 6sα π=  ( 0)Lσ = , αντιστοίχως 

 

3,max

3,max

5 3min 1.369
2 2

5max 1.581
2

m

m

τ
τ

τ
τ

⎛ ⎞
= ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.82) 

Παρατηρούµε δε ότι η ένταση διατµητικής τάσεως δεν διαφέρει και κατά πολύ από την 
µέγιστη διατµητική τάση, 2sT J= , 

 max30.866 1
2 T

τ
≈ ≤ ≤  (1.83) 

δηλαδή  

 maxT τ≈  (1.84) 

Υπενθυµίζουµε ότι σε σύστηµα κυρίων αξόνων η ορθή και διατµητική συνιστώσα του 
ελκυστή των τάσεων σε ένα επίπεδο µε µοναδιαίο εξωτερικό διάνυσµα in υπολογίζονται 
από τις παρακάτω σχέσεις (γιατί;) 

 

2 2 2
1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( )

n

t

t n n n

t n n n n n n

σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

= + +

= + + − + +

 (1.85) 
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Επίσης υπενθυµίζουµε ότι το οκταεδρικό επίπεδο είναι εκείνο το επίπεδο, το οποίο 
σχηµατίζει ίσες γωνίες µε τους άξονες των κυρίων τάσεων. Σε σύστηµα κυρίων αξόνων 
αναγνωρίζουµε 8 τέτοια επίπεδα (Εικ.  1-22), 

 { } { }(1) (2)1 1{ } 1,1,1 , { } 1,1, 1 ,
3 3

T Tn n= = − …  (1.86) 

 

Εικ.  1-22: Χαρακτηριστικό οκτάεδρο στο χώρο κυρίων τάσεων 

Η ορθή και διατµητική συνιστώσα του ελκυστή των τάσεων σε ένα οκταεδρικό επίπεδο  

 ,n t
oct oct oct octt tσ τ= =  (1.87) 

προκύπτουν ίσες αντιστοίχως µε τον αριθµητικό µέσο των ορθών τάσεων 

 1 2 3 1
1 1( )
3 3oct I pσσ σ σ σ= + + = =  (1.88) 

και τον γεωµετρικό µέσο των µέγιστων διατµητικών τάσεων 

 

2 2 2 2
1 2 3 1 2 32

2 2 2
1 2 2 3 3 1

2

1 1( ) ( )
3 3

1 ( ) ( ) ( )
3

2 5
3 3

oct

s mJ

τ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

τ

= + + − + +

= − + − + −

= =

 (1.89) 

Παρατηρούµε ότι η οκταεδρική διατµητική τάση υπολείπεται πάντοτε της µέγιστης 
διατµητικής τάσεως (Εικ.  1-23) 

 3,max 3,max5 3 3 5 3min 1.061 , max 1.225
2 2 5 2 5oct m

τ τ
τ τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ≈ = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (1.90) 
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Εικ.  1-23: Σχέση µέγιστης και οκταεδρικής διατµητικής τάσεως 

Προφανώς ένα καλλίτερο κάτω φράγµα της µέγιστης διατµητικής τάσεως είναι η 
ποσότητα 

 3,max*
*

3 3 1.061 min 1
2 2 2oct oct oct

oct

T
τ

τ τ τ
τ

⎛ ⎞
= = ≈ ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.91) 

όπου 

 * 2 2 2
1 2 2 3 3 1

1 ( ) ( ) ( )
2 2octτ σ σ σ σ σ σ= − + − + −  (1.92) 

Άσκηση 

Για τη δεδοµένη εντατική κατάσταση  

 

 [ ]
1 2 4
2 2 1 [ ]
4 1 3

MPaσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

να υπολογισθούν : α) Οι κύριες τάσεις και κατευθύνσεις. β) Η µέση ορθή και µέση 
διατµητική τάση. γ) Οι οκταεδρικές τάσεις και τα αντίστοιχα διανύσµατα ( )n αG  (α=1,…,8). 
δ) Η µέγιστη διατµητική τάση και το επίπεδο πάνω στο οποίο αυτή δρα. ε) Η αναλλοίωτη 
γωνία sα . Επίσης να επαληθευθεί στο αντίστοιχο διάγραµµα στο αποκλίνον επίπεδο (π) η 
σχέση, max ( )s mfτ α τ= . 

1.7 Κριτήρια Αστοχίας κατά Tresca και von Mises  
Στη βάση των παραπάνω ορισµών ανευρίσκουµε στη βιβλιογραφία µια σειρά «κριτηρίων» 
για τη διαρροή24 ή αστοχία25 των υλικών. Αν και οι έννοιες της διαρροής και αστοχίας 

                                                 
24 Αγγλ. yield 
25 Αγγλ. failure 
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συνήθως δεν επεξήγονται ικανοποιητικά, συναρτώνται µε το τέλος της ελαστικής 
συµπεριφοράς και την «αντοχή» ενός υλικού, όπως αυτά προσδιορίζονται πειραµατικά σε 
δοκίµια από το ίδιο το υλικό (Εικ.  1-24).  

 

Εικ.  1-24: Τάση διαρροής και αστοχίας σε τυπικό δίγραµµα «ισοδυνάµων» τάσεων-τροπών 
ενός τυπικού όλκιµου υλικού 

Π.χ. σε ένα µονοαξονικό πείραµα θλίψεως οι τάσεις διαρροής και αστοχίας Yσ και Fσ  
ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες τιµές της αξονικής τάσεως στο σηµείο διαρροής (Υ) και στο 
σηµείο αστοχίας (F), στο διάγραµµα τάσεων-τροπών. Για τη γενίκευση των εννοιών αυτών 
σε δι- ή τριδιάστατες εντατικές καταστάσεις, οι τάσεις αστοχίας µεταφράζονται σε 
αντίστοιχες αναλλοίωτες του τανυστή των τάσεων, που συνήθως καλούνται ισοδύναµες 
τάσεις26. Π.χ. για όλκιµα υλικά (µέταλλα) έχουν προταθεί τα κάτωθι κριτήρια: 

Κριτήριο Tresca: Η ισοδύναµη τάση ταυτίζεται µε την µέγιστη διατµητική τάση, 

 max 1 2 2 3 3 1
1 1 1max , ,
2 2 2

T
eqτ τ σ σ σ σ σ σ⎛ ⎞= = − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.93) 

Κριτήριο von Mises: Η ισοδύναµη τάση ταυτίζεται µε την οκταεδρική διατµητική τάση, 

 2 2 2
1 2 2 3 3 1

1 ( ) ( ) ( )
3

M
eq octτ τ σ σ σ σ σ σ= = − + − + −  (1.94) 

Στην ειδική περίπτωση επίπεδης εντατικής καταστάσεως ( 03 =σ , π.χ. σε ελάσµατα) 
έχουµε αντιστοίχως, 

 1 2 2 1
1 1 1max , 0 , 0
2 2 2

T
eqτ σ σ σ σ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.95) 

 2 2 2 2 2
1 2 1 2 11 22 11 22 12

2 2 3
3 3

M
eqτ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= + − = + − +  (1.96) 

Τα κριτήρια αντοχής κατά Tresca και von Mises µπορούν να βαθµονοµηθούν ως εξής: 
Θεωρούµε το πείραµα απλού εφελκυσµού. Έστω Yσ  η αντίστοιχη τάση διαρροής, οπότε, 

                                                 
26 Αγγλ. equivalent stress 
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 1 2,
2 3

T M
eq Y eq Yτ σ τ σ= =  (1.97) 

Η γραφική παράσταση των κριτηρίων αυτών στο επίπεδο των κυρίων τάσεων ),( 21 σσ  
είναι αντιστοίχως µία στραµµένη έλλειψη και ένα παραµορφωµένο εξάγωνο (Εικ.  1-25, 
Εικ.  1-26), 

 1 2 2 1
1 1 1 1Tresca : max , 0 , 0
2 2 2 2 Yσ σ σ σ σ⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.98) 

 2 2
1 2 1 2v. Mises: Yσ σ σ σ σ+ − =  (1.99) 

 

Εικ.  1-25: Κριτήρια Tresca και v. Mises για επίπεδη ένταση 

 

Εικ.  1-26: Πειραµατικός έλεγχος των θεωρητικών µοντέλων στη βάση αποτελεσµάτων µε 
δοκίµια χαλκού, νικελίου και χάλυβα (Bisplinghoff, R.L. et al. Statics of Deformable Solids, 
Dover, 1990) 
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Άσκηση 

∆ίδονται οι εντατικές καταστάσεις 

(1)

10 0 3
0 3 0 [ ]
3 0 2

MPaσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(2)

3 0 0
0 7 0 [ ]
0 0 5

MPaσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

Να προσδιορισθεί ποία από αυτές τις καταστάσεις είναι πιο «κρίσιµη», αν ισχύουν  
διαδοχικά τα κάτωθι κριτήρια διαρροής (ή αστοχίας): 

Μια εντατική κατάσταση (1) είναι κρισιµότερη µίας άλλης (2) όταν, 

Α) Η ορθή οκταεδρική τάση, (1) (2)| | | |oct octσ σ>  

Β) Η διατµητική οκταεδρική τάση,  (1) (2)
oct octτ τ>  

Γ) Η µέγιστη διατµητική τάση, (1) (2)
max maxτ τ> . 

1.8 Κριτήριο Αστοχίας κατά Mohr-Coulomb  

 

Εικ.  1-27: Ορισµός της γωνίας εσωτερικής τριβής στο επίπεδο Mohr των τάσεων  

Το κριτήριο αστοχίας κατά Mohr-Coulomb (M.-C.) βρίσκει εφαρµογή στα διάφορα 
γεωυλικά και εκφράζεται µέσω της λεγόµενης γωνίας εσωτερικής τριβής27 ϕ  του υλικού, 
που ορίζεται στο επίπεδο Mohr µέσω µίας ευθύγραµµης περιβάλλουσας (Εικ.  1-27), 

 1 2
2 3 1

2 1

( ) / 2sin ( )
( ) / 2q
σ σϕ σ σ σ
σ σ
−

= ≤ ≤
− +

 (1.100) 

                                                 
27 Αγγλ. internal friction angle 
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Άρα συµφώνως προς το κριτήριο όπου M.-C. η αντοχή του υλικού δεν εξαρτάται από την 
ενδιάµεση κύρια τάση. Στην περίπτωση αυτή εισάγουµε συνήθως τις αναλλοίωτες 

 1 2 1 2
1 1( ) 0 , ( ) 0
2 2M Mσ σ σ τ σ σ= + < = − >  (1.101) 

οπότε έπεται ότι 

 sin M

Mq
τϕ
σ

=
−

 (1.102) 

ή  

 sin cos , tanM M mc c qτ σ ϕ ϕ ϕ= − + =  (1.103) 

όπου µε c συµβολίζουµε την συνεκτικότητα28 του υλικού.  

Σηµειώνουµε ότι καµιά φορά η συνθήκη (M.-C.) θα γραφεί συναρτήσει της µέγιστης και 
της ελάχιστης κύριας τάσης (Εικ.  1-28) 

 2 1
2cos 1 sin

1 sin 1 sin
cϕ ϕσ σ

ϕ ϕ
+

= − +
− −

 (1.104) 

ή 

 2
2 1

1 sin2 , tan (45 / 2)
1 sinp p pK c K K ϕσ σ ϕ

ϕ
+

= − + = = +
−

D  (1.105) 

όπου pK είναι ο λεγόµενος συντελεστής παθητικής ωθήσεως 

 

Εικ.  1-28: Κριτήριο Mohr-Coulombς το επίπεδο της µέγιστης και ελάχιστης κύριας τάσης 
1 2( , )σ σ  και όπου 3σ  είναι η ενδιάµεση κύρια τάση 

                                                 
28 Αγγλ. cohesion 



Ι. Βαρδουλάκης (2008) Ιδεατή Πλαστικότητα, Κεφ. 1 32 

1.9 Παράρτηµα: Ο κύκλος Mohr των τάσεων 
Στο σηµείο αυτό θα παρουσιάσουµε τη γραφική λύση του 
θεµελιώδους προβλήµατος προσδιορισµού των τάσεων, η οποία 
προτάθηκε στις αρχές του 20ου αιώνα από τον Otto Mohr (1835-1918). 
Η διαδικασία αυτή βασίζεται στις σχέσεις, σχετικά µε την ορθή τάση 

nσ  και τη διατµητική τάση nτ , που ασκούνται σε τυχόν σηµείο 
( , )P x y  ενός σώµατος (Σ) και πάνω σε µία στοιχειώδη επιφάνεια dA , 

της οποίας το εξωτερικό χείλος χαρακτηρίζεται από το (εξωτερικό) 
µοναδιαίο διάνυσµα n, του οποίου η κλίση ως προς τον θετικό άξονα 
Ox  δίδεται από τη γωνία ϕ  (Εικ.  1-29). Η ορθή και διατµητική 
συνιστώσα του διανύσµατος τρων τάσεων πάνω στην στην εν λόγω στοιχειώδη επιφάνεια 
δίδονται από τις παρακάτω σχεσεις 

 
( ) ( )

( )

1 1 cos 2 sin 2
2 2
1 sin 2 cos 2
2

n xx yy xx yy xy

n xx yy xy

σ σ σ σ σ ϕ σ ϕ

τ σ σ ϕ σ ϕ

= + + − +

= − − +
 (1.106) 

 

Εικ.  1-29: Το διάνυσµα τάσεως στην τυχούσα στοιχειώδη επιφάνεια δια του σηµείου 
( , )P x y .  

Για δεδοµένες τιµές των τάσεων xxσ , yyσ  και xy yxσ σ=  η ορθή τάση nσ  και η 

διατµητική τάση nτ , βάσει των Εξ. Error! Reference source not found., είναι 
συναρτήσεις της γωνιακής παραµέτρου ϕ , 

( )
( )

n n

n n

σ σ ϕ
τ τ ϕ

=

=
 (1.107) 

Θεωρούµε ένα ορθογώνιο σύστηµα συνταγµένων µε άξονες nOσ  και nOτ , που µε τη 
σειρά τους ορίζουν το λεγόµενο επίπεδο Mohr των τάσεων. Σηµειωτέον ότι ο «χώρος» 

Otto Mohr (1835-1918)
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(επίπεδο) των τάσεων ( , )n nO σ τ  θα χρησιµοποιηθεί για τη γραφική επίλυση του 
προβλήµατος των τάσεων, όπου θα χρειασθεί να µετρήσουµε γωνίες, οπότε θα πρέπει 
επιλέξουµε την ίδια κλίµακα στους άξονες τετµηµένων και τεταγµένων. Ένας τέτοιος 
«χώρος» λέγεται «ισόµορφος». Ο χώρος των τάσεων δεν πρέπει να συγχέεται µε τον 
φυσικό γεωµετρικό «χώρο», οι θέσεις των σηµείων του οποίου συνήθως περιγράφονται σε 
σχέση µε ένα καρτεσιανό σύστηµα ( , )O x y . Στο σύστηµα ( , )n nO σ τ , οι Εξ. (1.107) 
περιγράφουν µία καµπύλη σε παραµετρική µορφή. Θα δείξουµε παρακάτω ότι ο 
γεωµετρικός τόπος των σηµείων στο επίπεδο Mohr που προκύπτουν από τις Εξ. (1.107) µε 
παράµετρο τη γωνία ϕ  είναι ένας κύκλος, ο λεγόµενος κύκλος Mohr των τάσεων, του 
οποίου τις ιδιότητες θα αναλύσουµε εδώ λεπτοµερώς. Πρέπει να τονίσουµε ότι ο 
γεωµετρικός αυτός τόπος αφορά στην εντατική κατάσταση σε ένα συγκεκριµένο σηµείο 

( , )P x y  ενός δίσκου και µάλιστα σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Αν τώρα 
αναρωτηθεί κανείς σε τι αντιστοιχεί η απειρία των σηµείων του εν λόγω γεωµετρικού 
τόπου, τότε θα παρατηρήσουµε ότι ο κάθε σηµείο του γεωµετρικού τόπου είναι ένας 
συνδυασµός ορθής και διατµητικής τάσης που αφορά στην εντατική κατάσταση σε 
συγκεκριµένο επίπεδο διερχόµενο δια του εν λόγω σηµείου ( , )P x y . Το µόνο κοινό 
γεωµετρικό στοιχείο του φυσικού χώρου ( , )O x y  και του χώρου των τάσεων ( , )n nO σ τ  
είναι η γωνία ϕ . 

Για την καλύτερη παρακολούθηση της διαδικασίας της γραφικής επίλυσης του 
προβλήµατος των τάσεων θα  χρησιµοποιήσουµε ως παράδειγµα το εξής µητρώο των 
τάσεων: 

10 3
[ ]

3 5
xx xy

yx yy
kPa

σ σ

σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Για την ως άνω εντατική κατάσταση ο γεωµετρικός τόπος που ορίζεται παραµετρικά από 
τις Εξ. (1.106) µε παράµετρο τη γωνία ϕ  µπορεί να κατασκευασθεί αριθµητικά. Για τον 
ασφαλή υπολογισµό των ζευγών τιµών ( )n nσ σ ϕ=  και ( )n nτ τ ϕ= , που προκύπτουν από 
τις Εξ. (1.106) για τις τιµές των τάσεων xxσ , yyσ  και xy yxσ σ=  που δίδονται από τον 
παραπάνω πίνακα, θα µπορούσαµε να κάνουµε χρήση ενός προγράµµατος σε γλώσσα 
προγραµµατισµού FORTRAN (Εικ.  1-30). 
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c     PROGRAM Mohr.for 

c     Mohr Circle of Stresses 

      IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o-z) 

      OPEN (UNIT=1, FILE='Mohr.IN1', STATUS='UNKNOWN') 

      OPEN (UNIT=2, FILE='Mohr.OU1', STATUS='UNKNOWN') 

c     Input 

      pi=4.d0*datan(1.d0) 

      write(*,*) 'sigma-xx=? kPa' 

      read(*,*)   sxx 

      write(1,100) 'sigma-xx [kPa]= ', sxx 

      write(*,100) 'sigma-xx [kPa]= ', sxx 

      write(*,*) 'sigma-yy=? kPa' 

      read(*,*)   syy 

      write(1,100) 'sigma-yy [kPa]= ', syy 

      write(*,100) 'sigma-yy [kPa]= ', syy 

      write(*,*) 'sigma-xy=? kPa' 

      read(*,*)   sxy 

      write(1,100) 'sigma-xy [kPa]= ', sxy 

      write(*,100) 'sigma-xy [kPa]= ', sxy 

      syx=sxy 

      sM=0.5d0*(sxx+syy) 

      write(1,100) 'sigma-M [kPa]= ', sM 

      write(*,100) 'sigma-M [kPa]= ', sM 

      tM=dsqrt(((sxx-syy)/2.d0)**2+sxy**2) 

      write(1,100) 'tau-M [kPa]= ' , tM 

      write(*,100) 'tau-M [kPa]= ' , tM 

100 format(1x,a20,F10.3,1x) 

      sigma1=sM+tM 

      sigma2=sM-tM 

      write(1,100) 'sigma-1[kPa]=',sigma1 

      write(*,100) 'sigma-1[kPa]=',sigma1 

      write(1,100) 'sigma-2[kPa]=',sigma2 

      write(*,100) 'sigma-2[kPa]=',sigma2 

      write(*,*) 'phi=? in [deg]' 

      read(*,*) phi 

      write(1,100) ' phi in [deg]=', phi 
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      write(*,100) ' phi in [deg]=', phi 

      phi=phi*pi/180.d0 

      sxi=0.5d0*(sxx+syy)+0.5d0*(sxx-syy)*dcos(2.d0*phi) 

    # +sxy*dsin(2.d0*phi) 

      sxieta=-0.5*(sxx-syy)*dsin(2.d0*phi)+sxy*dcos(2.d0*phi) 

      seta=0.5d0*(sxx+syy)-0.5d0*(sxx-syy)*dcos(2.d0*phi) 

    # -sxy*dsin(2.d0*phi) 

      write(1,100) 'sigma-xi-xi[kPa]=',sxi 

      write(*,100) 'sigma-xi-xi[kPa]=',sxi 

      write(1,100) 'sigma-xi-et[kPa]=',sxieta 

      write(*,100) 'sigma-xi-et[kPa]=',sxieta 

      write(1,100) 'sigma-et-et[kPa]=',seta 

      write(*,100) 'sigma-et-et[kPa]=',seta 

      pause 

 

      if (phi.eq.pi/2.d0) goto 20 

      phi=pi/2.d0 

20  phi0=0.d0 

      dphi0=1.d0 

      do 1000 i=1,361 

      phi=phi0*pi/180.d0 

      sn=0.5d0*(sxx+syy)+0.5d0*(sxx-syy)*dcos(2.d0*phi) 

  # +sxy*dsin(2.d0*phi) 

      tn=-0.5*(sxx-syy)*dsin(2.d0*phi)+sxy*dcos(2.d0*phi) 

      write(*,200) phi0,sn,tn 

      write(2,200) phi0,sn,tn 

200 FORMAT(1x,F7.2,1x,2(F10.4,1x)) 

      phi0=phi0+dphi0 

1000 continue 

      STOP 

      END 
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Εικ.  1-30:Γεωµετρικός τόπος των ζευγών ( , )n nσ τ  µε παράµετρο τη γωνία ϕ . 

Η διαδικασία της γεωµετρικής κατασκευής του κύκλου του Mohr ξεκινά εν προκειµένω µε 
τη γραφική παράσταση των αρχικών δεδοµένων στο επίπεδο Mohr των τάσεων ( , )n nO σ τ . 
Για την τιµή της γωνιακής παραµέτρου 0ϕ =  οι Εξ. (1.106) δίδουν: 

10
0 :

3
n xx

n xy

kPa
kPa

σ σ
ϕ

τ σ
= =⎧⎪= ⎨ = =⎪⎩

 

Στο ζεύγος αυτό των τιµών αντιστοιχεί το σηµείο ( 0 )A ϕ = D  στο διάγραµµα Mohr (Εικ. 

 1-30). Για την τιµή της γωνιακής παραµέτρου, 90ϕ = D  οι Εξ. (1.106) δίδουν: 

5
90 :

3
n yyo

n yx

kPa

kPa

σ σ
ϕ

τ σ

= =⎧⎪= ⎨ = − = −⎪⎩
 

Στο ζεύγος αυτό των τιµών αντιστοιχεί το σηµείο ( 90 )B ϕ = D  στο διάγραµµα Mohr. 
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 Παρατήρηση 

Όταν η ορθή τάση είναι εφελκυστική, τότε η τάση αυτή εµφανίζεται στο διάγραµµα Mohr 
ως θετική. Όταν το τοπικό σύστηµα ( , )n nσ τG G  είναι δεξιόστροφο, τότε στο διάγραµµα 
Mohr η διατµητική αυτή τάση εµφανίζεται ως θετική. Αντιθέτως, όταν το τοπικό σύστηµα 
( , )n nσ τG G  είναι αριστερόστροφο, τότε στο διάγραµµα Mohr η διατµητική αυτή τάση 
εµφανίζεται ως θετική 

 

Εικ.  1-31: Σύµβαση πρόσηµου  

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε έναν κύκλο που διέρχεται από τα σηµεία Α και Β και του 
οποίου το κέντρο βρίσκεται πάνω στον άξονα των ορθών τάσεων, nOσ . Ο κύκλος αυτός 
καλείται κύκλος του Mohr. Το κέντρο M  του κύκλου του Mohr προκύπτει από την τοµή 
της ευθείας (ΑΒ) µε τον άξονα των ορθών τάσεων, οπότε 

( )1( )
2M xx yyOM σ σ σ= = +  (1.108) 

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχουµε ότι 7.5M kPaσ = . 

Η ακτίνα του κύκλου του Mohr προκύπτει από το ορθογώνιο τρίγωνο ( )ΜΑΓ  ή το 
τρίγωνο ( ')ΜΒΓ ,  

2
2( ) ( )

2
xx yy

xy
σ σ

τ σΜ
−⎛ ⎞

ΜΑ = ΜΒ = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.109) 

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχουµε ότι 3.91M kPaτ = . 

Αν σχεδιάσουµε τώρα τον κύκλο µε κέντρο το σηµείο Μ και ακτίνα Mτ  παρατηρούµε ότι 
αυτός τέµνει τον άξονα των ορθών τάσεων σε δύο χαρακτηριστικά σηµεία, που 
αντιστοιχούν σε ακρότατες τιµές για την ορθή τάση. Οι ακρότατες τιµές αυτές  της ορθής 
τάσης ταυτίζονται µε τις κύριες τάσεις 1σ  και 2σ  αντιστοίχως, 
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 1

2

M M

M M

σ σ τ
σ σ τ

= +
= −

 (1.110) 

ή 

 ( )
2

2
1/ 2

1
2 2

xx yy
xx yy xy

σ σ
σ σ σ σ

−⎛ ⎞
= + ± +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1.111) 

Παρατηρούµε ότι πράγµατι τα αντίστοιχα σηµεία στο διάγραµµα Mohr έχουν τεταγµένη 
µηδέν, δηλαδή αντιστοιχούν στα επίπεδα εκείνα όπου η διατµητική τάση είναι µηδέν.  
Όπως φαίνεται στο σχήµα, ορίζουµε µια βοηθητική γωνία 1 1( )xϕ σ= Β≺ , η οποία, όπως 
θα δείξουµε παρακάτω, δίνει την κατεύθυνση της κύριας ορθής τάσης 1σ . 

Τώρα θεωρούµε ένα τυχαίο επίπεδο µε µοναδιαίο εξωτερικό διάνυσµα  n,  

cos , sinx yn nϕ ϕ= =  (1.112) 

Έστω για παράδειγµα ότι το διάνυσµα n σχηµατίζει γωνία 40ϕ = D  µε το θετικό ηµιάξονα 
Ox . Οι  Εξ. (1.106) στην περίπτωση αυτή δίνουν: 

10.89 , 1.94n nkPa kPaσ τ= = −   

Στο διάγραµµα Mohr το ζεύγος αυτό των τιµών αντιστοιχεί στο σηµείο ( 40 )ϕΞ = D  (Εικ. 
 1-32). Από το διάγραµµα Mohr παίρνουµε ότι:  

 

( )
( )

1 1

1 1

( ) sin 2 sin 2

1
1 2( ) cos 2 cos 2
2

xy
xy M

M

xx yy
xx yy M

M

σ
σ τ ϕ ϕ

τ

σ σ
σ σ τ ϕ ϕ

τ

ΑΓ = = ⇒ =

−
ΜΓ = − = ⇒ =

 (1.113) 

1( ) cos 2( )M Mσ τ ϕ ϕΟ∆ = + −  (1.114) 

Οπότε κάνοντας χρήση της τριγωνοµετρικής ταυτότητας, 

 1 1 1cos 2( ) cos 2 cos 2 sin 2 sin 2ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− = +  (1.115) 

και τις Εξ. (1.108) παίρνουµε ότι, 

 

( )

( ) ( )

1
2( ) cos 2 sin 2

1 1 cos 2 sin 2
2 2

( )

xx yy xy
M M M

M M

xx yy xx yy xy

ξξ

σ σ σ
σ τ ϕ τ ϕ

τ τ

σ σ σ σ ϕ σ ϕ

σ

−
Ο∆ = + +

= + + − +

⇒ Ο∆ =

 (1.116) 

Οµοίως από το διάγραµµα Mohr παίρνουµε ότι: 
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 1( ) sin 2( )Mτ ϕ ϕ− ∆Ξ = −  (1.117) 

Από την τριγωνοµετρική ταυτότητα, 

 1 1 1sin 2( ) sin 2 cos 2 cos 2 sin 2ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− = −  (1.118) 

και τις εξ. (1.113) παίρνουµε ότι, 

( )

( )

1
2( ) sin 2 cos 2

1 sin 2 cos 2
2

( )

xx yy xy
M M

M M

xx yy xy

ξη

σ σ σ
τ ϕ τ ϕ

τ τ

σ σ ϕ σ ϕ

σ

−
∆Ν = − +

= − − +

⇒ ∆Ξ =

 (1.119) 

Άρα το σηµείο Ξ  στον κύκλο Mohr αντιστοιχεί στην εντατική κατάσταση, πάνω στο 
επίπεδο µε µοναδιαίο εξωτερικό διάνυσµα n, Εξ. (1.112), που είναι παράλληλο προς το 
άξονα Oξ . Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχουµε,  

10.889

4.111

1.941

kPa

kPa

kPa

ξξ

ηη

ξη

σ

σ

σ

=

=

= −

 

 

Εικ.  1-32: Κατασκευή του κύκλου Mohr των τάσεων 

Στον κύκλο Mohr διακρίνουµε ένα χαρακτηριστικό σηµείο nΠ ≡ Π , το οποίο θα 
ονοµάσουµε, πόλο των κάθετων. Ο πόλος Π  προκύπτει ως εξής: Από το σηµείο ( )ϕΞ  
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φέρνουµε κάθετο προς τον άξονα nOσ  και ορίζουµε επί του κύκλου Mohr  το σηµείο ′Ξ , 
ως το κατοπτρικό του Ξ  ως προς τον άξονα nOσ . Παρατηρούµε ότι η γωνία, 

( )x ϕ′+ ΠΞ =≺  (1.120) 

Άρα η ευθεία ′ΠΞ  είναι παράλληλη προς τον άξονα Oξ , δηλαδή είναι παράλληλη προς 
το µοναδιαίο εξωτερικό διάνυσµα n, το οποίο είναι κάθετο πάνω στο στοιχείο εκείνο όπου 
δρουν οι παραπάνω υπολογισθείσες, ορθή και διατµητική τάσεις, ( ), ( )n n n nσ σ ϕ τ τ ϕ= = .  

Κατασκευή του πόλου των κάθετων: Έστω σηµείο ( )ϕΞ  πάνω στον κύκλο Mohr και ′Ξ  το 
κατοπτρικό του ως προς άξονα nOσ . Αν φέρουµε µία ευθεία δια του ′Ξ , παράλληλη προς 
το διάνυσµα n (τον άξονα Oξ ), τότε ευθεία αυτή τέµνει τον κύκλο Mohr στον πόλο Π .  

Από την παραπάνω απόδειξη προκύπτει επίσης ότι ο πόλος Π  είναι µοναδικός για κάθε 
µία δεδοµένη εντατική κατάσταση.  

Αν φέρουµε δια του πόλου µία ευθεία ′ΠΗ  που να είναι κάθετη στην ′ΠΞ  και ως εκ 
τούτου παράλληλη προς άξονα Oη  και ορίσουµε το σηµείο Η  και το κατοπτρικό ′Η  ως 
προς άξονα  nOσ , τότε παρατηρούµε ότι συµφώνως προς τα παραπάνω το σηµείο Η  επί 
του κύκλου Mohr αντιστοιχεί στην εντατική κατάσταση πάνω στο επίπεδο εκείνο, του 
οποίου το µοναδιαίο εξωτερικό διάνυσµα ′n  σχηµατίζει το µε τον θετικό ηµι-άξονα Ox  
γωνία 90ϕ ϕ′ = +D . 

Θεώρηµα:  

Έστω ένα (ορθογώνιο) σύστηµα αξόνων ( , )O ξ η  στραµµένων ως προς άξονες ( , )O x y  
κατά γωνία ϕ . Η ορθή και διατµητική τάση που ασκούνται πάνω σε ένα επίπεδο ( )Ξ , 
κάθετο στον άξονα ξ  και εκείνες  που ασκούνται πάνω σε ένα επίπεδο (H)  κάθετο προς 
τον άξονα η  απεικονίζονται στον κύκλο Mohr σε αντιδιαµετρικά σηµεία Ξ  και Η  
αντιστοίχως, έτσι ώστε οι αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες να είναι: 

( ) 2AM ϕΞ =≺  (1.121) 

( ) 2(90 ) ( ) 180AM AMϕΗ = + = Ξ +D D≺ ≺  (1.122) 

Άρα τα σηµεία Ξ  και Η  είναι αντιδιαµετρικά. Και οµοίως και τα σηµεία ′Ξ  και ′Η (Εικ. 
 1-33). 

Από την παραπάνω κατασκευή προκύπτει ότι πράγµατι τα αντιδιαµετρικά σηµεία του 
κύκλου Mohr που βρίσκονται πάνω στον άξονα των ορθών τάσεων αντιστοιχούν στα 
κύρια επίπεδα του τανυστή των τάσεων. Όπως φαίνεται από τον κύκλο του Mohr (Εικ. 
 1-34), οι κύριες τάσεις είναι αντίστοιχα η µέγιστη και η ελάχιστη ορθή τάση, ενώ είναι 
προφανές ότι στα κύρια επίπεδα οι διατµητικές τάσεις είναι µηδέν. 
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Εικ.  1-33: Γραφική παράσταση του προσδιορισµού της εντατικής κατάστασης σε τυχόντα 
επίπεδα που τέµνονται κατά ορθή γωνία. 

 

Εικ.  1-34: Κύριες τάσεις και κατευθύνσεις 
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Συµπέρασµα: Έστω ότι µια δεδοµένη επίπεδη εντατική κατάσταση σε κάποιο σηµείο ενός 
δίσκου περιγράφεται από τον τανυστή των τάσεων. Ο τανυστής των τάσεων µε τη σειρά 
του ταυτίζεται µε την οµάδα των πινάκων των τάσεων  

ξξ ξη

ηξ ηη

σ σ

σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

που προκύπτουν από κάποιο δεδοµένο (αντιπρόσωπο) 

xx xy

yx yy

σ σ

σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

µέσω ενός ορθογώνιου µετασχηµατισµού στροφής των αξόνων της µορφής 

cos sin cos sin
sin cos sin cos

xx xy

yx yy

ξξ ξη

ηξ ηη

σ σσ σ ϕ ϕ ϕ ϕ
σ σ ϕ ϕ σ σ ϕ ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (1.123) 

Π.χ. για 1ϕ ϕ=  η Εξ. (1.123) δίνει, 

1

2

0
0

ξξ ξη

ηξ ηη

σ σ σ
σσ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Συµφώνως µε τα παραπάνω, η ολότητα αυτών των απεικονίσεων της εντατικής 
κατάστασης απεικονίζεται αµφιµονοσήµαντα στον αντίστοιχο (µοναδικό) κύκλο Mohr µε 
πόλο Π . Με άλλα λόγια ο κύκλος Mohr των τάσεων µε πόλο Π  συνιστά τη γεωµετρική 
παράσταση του τανυστή των τάσεων. 
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Παρατήρηση 

Η σύµβαση πρόσηµου στη Γεωτεχνική Μηχανική δεν συµβαδίζει µε εκείνη της Τεχνικής 
Μηχανικής. Ως εκ τούτου η κατασκευή του κύκλου Mohr των τάσεων επίσης διαφέρει.  
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