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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο ΜΕΛΕΤΗ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ 
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ ΤΟΥ 
ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

 
1. ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ 
 
1.1. Εισαγωγή 
 
Έστω n

ju~)tn,xj(u~)t,x(u~ =∆∆=  η ακριβής λύση ενός προβλήµατος αρχικών και 

συνοριακών τιµών και n
ju  η λύση των εξισώσεων πεπερασµένων διαφορών. Το 

σφάλµα της προσέγγισης τότε είναι: 
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n
j u~u)u(F −=         (4.1) 

 
Το σφάλµα της προσέγγισης µας ενδιαφέρει ως προς δύο σηµεία: 
 
α) Ποια είναι η συµπεριφορά του σφάλµατος καθώς η αριθµητική παράµετρος n 
τείνει στο άπειρο για δεδοµένα ∆x, ∆t ; 
β) Ποια είναι η συµπεριφορά του σφάλµατος καθώς ο αριθµητικός κάνναβος γίνεται 
λεπτότερος δηλαδή ∆x, ∆t τείνει στο 0 για δεδοµένο n ∆t ; 
 
Η δεύτερη ερώτηση είναι πιο σηµαντική για την προσέγγιση αφού σκοπός τέτοιων 
προσεγγίσεων είναι το σφάλµα στο όριο να πλησιάζει στο 0. Και για τις δύο 
ερωτήσεις ο αριθµός των χρονικών βηµάτων τείνει στο άπειρο, το οποίο µπορεί να 
οδηγήσει σε απεριόριστη µεγέθυνση του σφάλµατος.  
 
Ερώτηση1: Για την απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα για απλά προβλήµατα, όπως 
η επίλυση της εξίσωσης θερµότητας σε ορθογωνικό χωρίο, στην αρχή υποθέτουµε 
την ύπαρξη ακριβούς λύσεως αλλά και τη δυνατότητα στην ακριβή λύση του 
διαχωρισµού των µεταβλητών. Υπό κατάλληλες προϋποθέσεις η ακριβής λύση 
µπορεί να γραφεί ως σειρά Fourier: 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ 1 [1]: Έστω η συνάρτηση u(x) και οι παράγωγοι της, οι οποίες είναι 
κατά τµήµατα συνεχείς στο διάστηµα [-π, π] και η u(x) περιοδική µε περίοδο 2π. Τότε 
η u(x) µπορεί να γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως σειρά Fourier. Στη περίπτωση σηµείου 
ασυνέχειας οι σχέσεις διαµορφώνονται ανάλογα. Σηµείωση: Η προϋπόθεση της κατά 
τµήµατα συνέχειας απαιτεί πεπερασµένο πλήθος σηµείων ασυνέχειας και για την u(x) 
αλλά και για τις παραγώγους της.  
Έστω το πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών: 
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όπου κ σταθερά. Τότε αν θεωρήσουµε ότι η φ(x)= -φ(-x) για –π<x<0 η ακριβής λύση 
του προβλήµατος µπορεί να γραφεί: 
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Η σχέση (4.3) είναι η γενικευµένη λύση του προβλήµατος αρχικών και συνοριακών 
τιµών µόνο αν η σειρά Fourier για την φ(x) συγκλίνει απόλυτα. ∆ηλαδή προκειµένου 
να υπάρχει η ανάλυση της u(x) σε σειρές Fourier είναι απαραίτητο οι αρχικές 
συνθήκες να ικανοποιούν την ολοκλήρωση (4.4).  
Στο σηµείο αυτό παρουσιάζεται το σχήµα πεπερασµένων διαφορών που 
χρησιµοποιείται για τη αριθµητική λύση του προβλήµατος αρχικών και συνοριακών 
τιµών: 
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J,....1,0j),xj(u0j =∆ϕ=       (4.5γ)  

  
Υποθέτουµε ότι µία µη πεπλεγµένη λύση των εξισώσεων πεπερασµένων διαφορών 
µπορεί να γραφεί ως σειρά Fourier. Έστω Α, ρ και m σταθερές µε m φυσικό: 
 

ximjnn
j eAu ∆ρ=          (4.6) 

 
Αν η παραπάνω σχέση αντικατασταθεί στο σχήµα πεπερασµένων διαφορών (4.5α) 
τότε ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση (4.2α) αν: 
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Αν η σταθερά Α πάρει κατάλληλες τιµές (4.4) τότε το άπειρο άθροισµα ή σειρά 
Fourier, 
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είναι η ακριβής λύση του προβλήµατος µε τη µορφή των πεπερασµένων διαφορών 
(4.5(α-γ)), αφού: 
 
(α) Η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα γιατί συγκλίνει για τη φ(x) και η )m(ρ  είναι 
φραγµένη  
(β) Κάθε όρος της σειράς ικανοποιεί την εξίσωση πεπερασµένων διαφορών, άρα και 
το άθροισµα   
(γ) Για n=0 ανάγεται στη φ(j∆x) άρα ικανοποιούνται οι αρχικές συνθήκες του 
προβλήµατος 
(δ) Λόγω της ιδιότητας της u(x) να είναι περιττή ικανοποιούνται και οι συνοριακές 
συνθήκες. 
 
Συγκρίνοντας την ακριβή λύση µε αυτή που προκύπτει από το σχήµα πεπερασµένων 
διαφορών παρατηρούµε ότι διαφέρουν ως προς τον όρο που αφορά τη χρονική 
µεταβολή ∆t. Στην ακριβή λύση ο συντελεστής αποµείωσης µε το χρόνο της u(x) 
είναι ίσος µε exp(-m2c ∆t). Για την µη πεπλεγµένη του σχήµατος πεπερασµένων 
διαφορών, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το ρ(m)  αποτελεί το συντελεστή 
µεγέθυνσης ή αποµείωσης της m αρµονικής για κάθε βήµα ∆t.  
Αν οι παραπάνω αναφερόµενοι συντελεστές αναλυθούν σε σειρές Taylor γύρω από 
το m2c ∆t=0 για την εκθετική σχέση και m∆x=0 για τη συνάρτηση του συνηµίτονου, 
παρατηρούµε ότι συµφωνούν στους όρους πρώτης τάξεως: 
 

( )242 xtcm12
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Άρα για αρκετά µικρά ∆x και ∆t αλλά και m, η λύση του σχήµατος πεπερασµένων 
διαφορών αποτελεί καλή προσέγγιση της λύσης της διαφορικής εξίσωσης.  
Είναι όµως φανερό ότι για συγκεκριµένες απαιτήσεις ακρίβειας όλες οι αρµονικές 
πέρα από κάποια συγκεκριµένη τιµή, δηλαδή για αρκετά µεγάλες αρµονικές δηλαδή 
για m>m0 είναι αποκλίνουσες από την ακριβή λύση αφού από τις σχέσεις (4.9α), 
(4.9β) η διαφορά στους όρους δευτέρας τάξεως γίνεται σηµαντική για οποιαδήποτε 
∆x και ∆t. Μπορούµε να τις αποκλείσουµε αυτές τις αρµονικές θέτοντας περιορισµό 
ως προς τη µεγέθυνση ρ σύµφωνα µε βασική ιδιότητα των εκθετικών συναρτήσεων. 
Ορίζουµε λοιπόν ως συνθήκη ευστάθειας: 
 

1)m(Max )m( ≤ρ          (4.10) 
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Αν η συνθήκη (4.10) ικανοποιείται καµία αρµονική του ρ δεν µεγεθύνεται. Η 
απάντηση λοιπόν στη πρώτη ερώτηση είναι ότι το σφάλµα προσέγγισης παραµένει 
φραγµένο αν ισχύει η συνθήκη ευστάθειας (4.10)[1].  
 
Απόδειξη [1]: 
 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι τόσο η ακριβής λύση όσο και η λύση που προκύπτει από το 
σχήµα πεπερασµένων διαφορών είναι φραγµένες. Από τη σχέση (4.3), (4.4) και λόγω 
της απολύτου σύγκλισης της φ(x) η ακριβής λύση u(j∆x,n∆t) είναι φραγµένη καθώς t 
τείνει στο άπειρο. Όσον αφορά την αριθµητική λύση, αρκεί η n

ju  να είναι φραγµένη 
καθώς n τείνει στο άπειρο. Είναι: 
 

[ ] [ ]∑∑
+∞

∞−

+∞

∞−

∆ ρ≤ρ= n
m)m(

nximj
m)m(

n
j )m(A)m(eAu    (4.11) 

 
Αφού ισχύει η (4.10) είναι: 
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Είναι όµως για την φ(x) η σειρά Fourier απολύτως συγκλίνουσα οπότε το άπειρο 
άθροισµα που εµφανίζεται στη παραπάνω σχέση συγκλίνει, οπότε είναι και 
φραγµένο. Άρα και η αριθµητική λύση είναι φραγµένη. Εφαρµόζοντας τη συνθήκη 
ευστάθειας στο πρόβληµα (4.5) παρατηρούµε ότι ο συντελεστής µεγέθυνσης (4.7) 
είναι πραγµατικός αριθµός µικρότερος του 1. Για να ισχύει η συνθήκη αρκεί να µην 
γίνεται µικρότερος του –1. Για να συµβαίνει αυτό αρκεί να ισχύει: 
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Η παραπάνω µέθοδος ευστάθειας µε τη χρήση σειρών Fourier είναι γνωστή και ως 
µέθοδος von Neumann και µπορεί να επεκταθεί και σε προβλήµατα όπου µία 
συνιστώσα της ακριβούς λύσης να αυξάνεται εκθετικά στο χρόνο, χρησιµοποιώντας 
ανάλογη συνθήκη που να επιτρέπει όµως την αύξηση στο χρόνο, όπως θα δούµε 
παρακάτω. 
    
Ερώτηση 2: Όπως προαναφέραµε πιο σηµαντική από τις ερωτήσεις είναι αυτή που 
αφορά τη συµπεριφορά του σφάλµατος όσο ο αριθµητικός κάνναβος γίνεται όλο και 
πιο λεπτός. Έστω το σηµείο (x, t) είναι ένα σηµείο σε ένα κάνναβο µε βήµατα ∆1x και 
∆1t για τον οποίο έχει υπολογιστεί η λύση του προβλήµατος αρχικών και συνοριακών 
τιµών µε το σχήµα των πεπερασµένων διαφορών. Προκειµένου να βελτιώσουµε τους 
υπολογισµούς δηµιουργούµε όλο και λεπτότερους κάνναβους και ξανακάνουµε τους 
υπολογισµούς. Η τιµή του n για το συγκεκριµένο χρόνο t τείνει στο άπειρο και είναι 
ξεκάθαρο ότι και σε αυτή τη περίπτωση πρέπει να αποφευχθούν συντελεστές 
µεγέθυνσης ρ µε απόλυτη τιµή µεγαλύτερη του 1, όπως και στη προηγούµενη 
περίπτωση, αφού από τη σχέση (4.8) η ακριβής λύση του σχήµατος πεπερασµένων 
διαφορών αποκλίνει για τιµές του ρ µεγαλύτερες από 1. Για το λόγο αυτό θεωρούµε 
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κάνναβο µε βήµατα ∆x= ∆1x/Κ και ∆t= ∆1t/Κ2 όπου Κ φυσικός µε ∆1x και ∆1t τέτοια 
ώστε να ισχύει η συνθήκη (4.13) οπότε και η (4.10).  
Έστω un(x, t) η λύση του σχήµατος πεπερασµένων διαφορών στο σηµείο (x, t) και 
u(x, t) η ακριβής λύση στο σηµείο αυτό, όπου t=n∆t. Τότε αν ισχύει η (4.10), η λύση 
un(x, t) συγκλίνει στην u(x, t) για κάθε n καθώς το Κ τείνει στο άπειρο.  
 
Απόδειξη [1]: 
 
 Έστω m0 ένας θετικός ακέραιος. Για δοσµένο Κ είναι: 
 

( ) ∑∑∑ ∑ +=



 −ρ













++=−

∆∆−∆

≤ ≥

21t/ttcmt/timx
m

mm mm
)m()m(

n 2

0 0

eeAuu  

          (4.14) 
 
Για το δεύτερο άθροισµα λόγω της (4.10) και του αρνητικού εκθέτη της εκθετικής 
συνάρτησης, ισχύει: 
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Το παραπάνω άθροισµα µπορεί να γίνει οσοδήποτε µικρό αρκεί να επιλέξουµε 
αρκετά µεγάλο m0 αφού η σειρά Fourier για την φ(x) είναι απολύτως συγκλίνουσα. 
Για να υπολογίσουµε το πρώτο άθροισµα παρατηρούµε ότι έχει τη µορφή 
αθροισµάτων (ρn – λn) όπου ρ, λ οι συντελεστές µεγέθυνσης. Όµως ισχύει: 
 
(ρn – λn) =(ρ - λ) (ρn-1 + ρn-2λ+ . . . +λn-1)     (4.16) 
 
Αφού τα ρ και λ είναι µικρότερα του 1, ο δεύτερος παράγοντας είναι µικρότερος του 
n. Για το πρώτο παράγοντα χρησιµοποιώντας τα αναπτύγµατα σε σειρές Taylor 
(4.9α), (4.9β) έχουµε 
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όπου Ρ1 κάποιο πολυώνυµο µε µεταβλητή τη παράσταση στη παρένθεση. Η 
παραπάνω παράσταση είναι φραγµένη καθώς η µεταβλητή του πολυωνύµου 
βρίσκεται στη περιοχή ανάπτυξης των σειρών (4.9α), (4.9β) αφού ο τρίτος όρος τείνει 
στο 0, ο δεύτερος και ο πρώτος όρος είναι σταθεροί σύµφωνα µε την υπόθεση που 
έχει γίνει για την υποδιαίρεση του καννάβου. Έστω το φράγµα να είναι Β. Τότε: 
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Επιλέγοντας µεγάλο m0 προκειµένου να κάνουµε αρκετά µικρό το άθροισµα Σ2 
επιλέγουµε µικρό ∆t για να κάνουµε µικρό το άθροισµα Σ1. Με αυτό το τρόπο 
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µπορούµε να έχουµε οσοδήποτε µικρό σφάλµα προσέγγισης θέλουµε επιλέγοντας το 
Κ να είναι ικανοποιητικά µεγάλο.  
Συνοπτικά, δύο περιπτώσεις ευστάθειας έχουν µελετηθεί. Στη µία περίπτωση µε 
σταθερό ∆t αφήσαµε το t να τείνει στο άπειρο ή αντίστροφα, στη δεύτερη περίπτωση 
κρατώντας το t σταθερό αφήσαµε το ∆t να τείνει στο άπειρο. Και στις δύο 
περιπτώσεις είναι αναγκαία η συνθήκη (4.13) προκειµένου να αποφύγουµε τα κάθε 
είδους λάθη, στον υπολογισµό της λύσης αριθµητικά µε το σχήµα πεπερασµένων 
διαφορών, να γίνουν τόσο πολύ µεγάλα ώστε τα αποτελέσµατα του υπολογισµού να 
γίνουν αναξιόπιστα. Στη πραγµατικότητα η αναξιοπιστία των αποτελεσµάτων 
χρειάζεται µερικούς κύκλους υπολογισµού για να εµφανιστεί αν δεν ισχύει η 
παραπάνω αναφερόµενη συνθήκη. Οπότε κάθε φορά που χρησιµοποιούµε σχήµατα 
πεπερασµένων διαφορών για τον υπολογισµό προσεγγιστικών λύσεων σε 
προβλήµατα αρχικών και συνοριακών συνθηκών είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε τις 
συνθήκες που πρέπει να ισχύουν ώστε να είναι ευσταθής.  
 
 
1.2. Συντελεστής µεγέθυνσης 
 
Στο παράδειγµα επίλυσης προβλήµατος αρχικών και συνοριακών συνθηκών µε χρήση 
σχήµατος πεπερασµένων διαφορών που χρησιµοποιήσαµε (4.5α) ο συντελεστής 
µεγέθυνσης προέκυψε να είναι µοναδικός. ∆ηλαδή, το ρ στο συγκεκριµένο πρόβληµα 
προκύπτει ως η µοναδική λύση από την εξίσωση που προκύπτει αν 
αντικαταστήσουµε τη σχέση (4.6) στην (4.5α). Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το 
πρόβληµα είναι µονοδιάστατο στο χώρο αφενός και αφετέρου ότι το 
χρησιµοποιούµενο σχήµα πεπερασµένων διαφορών είναι δύο βηµάτων ως προς το 
χρόνο δηλαδή µπορεί να γραφεί ως: 
 

n
0

1n
1 uBuB =+         (4.19) 

 
όπου Β0=Β0(∆t, ∆x) και Β1=Β1(∆t, ∆x), τελεστές πάνω στη συνάρτηση u. Αν γενικά 
υπάρχει 1

1B
−  τότε υποθέτοντας ότι ∆x=f(∆t) είναι Β0=Β0(∆t, ∆x)= Β0(∆t), Β1=Β1(∆t, 

∆x)= Β1(∆t) και  C= 1

1B
−  Β0  η παραπάνω σχέση γίνεται: 

 
n1n u)t(Cu ∆=+         (4.20) 

 
Η παραπάνω σχέση όπως αναφέραµε ονοµάζεται σχέση δύο βηµάτων γιατί µόνο δύο 
χρονικά βήµατα περιλαµβάνονται σε αυτή, το (n+1)∆t και το n∆t. Στη περίπτωση που 
το πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών αφορά d χωρικές µεταβλητές, 

)xjx(),..,xjx(),xjx(x ddd222111 ∆+∆+∆+=  τότε η ακριβής λύση του προβλήµατος 
µε χρήση των σειρών Fourier παίρνει τη παρακάτω µορφή, όσον αφορά τη λύση ως 
προς τη χωρική παράµετρο: 
 

∑
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Όπου k  ένα διάνυσµα-παράµετρος των σειρών Fourier, διάστασης d που στη απλή 
περίπτωση που d=1 είναι φυσικός αριθµός. Στην αριθµητική λύση οι παραπάνω 
σειρές παίρνουν τη µορφή: 
 

( )xkin
k)k(

n eA)t,x(u ρ=        (4.22) 
 
όπου 

)k(
A  οι συντελεστές των σειρών Fourier αντίστοιχοι µε την (4.3) και  

 
]}xjx(k..)xjx(k)xjx(k[iexp{)]xk(iexp[ dddd22221111 ∆+++∆++∆+=   

          (4.23) 
 
Τότε στη σχέση (4.20) λόγω χωρικής πολυδιάστασης αντιστοιχεί και ο όρος k: 
 

)x(u)k,t(C)x(u n1n ∆=+        (4.24) 
  
όπου C πίνακας – τελεστής. O παραπάνω πίνακας καλείται τελεστής µεγέθυνσης. 
Στην περίπτωση του προβλήµατος –παραδείγµατος (4.5) επειδή αποτελείται από ένα 
στοιχείο εκφυλίζεται σε συντελεστή µεγέθυνσης.   
Στην περίπτωση που το πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών που µελετάµε στη 
µορφή πεπερασµένων διαφορών που έχουµε επιλέξει περιλαµβάνει πλέον των δύο 
χρονικών βηµάτων, τότε είναι της µορφής  
 

0uB..uBuB n
0

1qn
1q

qn
q =+++ −+

−
+       (4.25) 

 
όπου Bq,…,B0 αναφέρονται στους τελεστές πεπερασµένων διαφορών. Με ανάλογες 
συνοριακές συνθήκες η παραπάνω σχέση µπορεί να λυθεί µοναδικά ως προς την un+q. 
Θεωρώντας  
 

1q...,,0jBB)t(CC j
1

qjj −=−=∆= −      (4.26)  
 
και  
 



















=
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−+
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2qn

1qn

n

u
:

u
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v~          (4.27) 

 
Τότε είναι 
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      (4.28) 
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και τελικά 
 

n1n v~)k,t(C~v~ ∆=+         (4.29) 
 
 
Σε κάθε περίπτωση λοιπόν η σχέση (4.24) µας δίνει τον πίνακα – τελεστή 
µεγέθυνσης. Η κανονικότητα ή µη του πίνακα αυτού καθορίζει και τη συνθήκη 
ευστάθειας η οποία στη γενική περίπτωση έχει τη µορφή 
 

( )nk,tC ∆  για  




Τ≤∆≤
τ<∆<

tn0
t0

       (4.30) 

 
όπου τ είναι η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει το ∆t. Με τη παραπάνω σχέση 
αναφέρεται ότι ο τελεστής – πίνακας αυτής της µορφής πρέπει να είναι οµοιόµορφα 
φραγµένος.  
Στη Θεωρία Τελεστών [1] αν LF είναι ένας τελεστής στο χώρο τελεστών B, ο οποίος 
έχει τη µορφή πίνακα F(k) µέσω µιας εξίσωσης της µορφής: 
 

)k(v)k(F)k(w =         (4.31) 
 
τότε ο τελεστής φράσσεται µε το παρακάτω τρόπο: 
  

)k(FMaxL
)k(LF

F

=         (4.32) 

 
όπου για δοσµένο k το φράγµα του πίνακα F(k) δίνεται από: 
 

v
v)k(F

Maxv)k(FMax)k(F
0v1v ≠=

==       (4.33) 

 
Οπότε )k(F  είναι το µέτρο ή νόρµα του πίνακα F(k) που υπολογίζεται µέσω 
µετασχηµατισµού του πίνακα. Άρα η συνθήκη ευστάθειας αφορά και την παράµετρο 
– διάνυσµα k. Οπότε η συνθήκη ευστάθειας απαιτεί για κάποιο θετικό αριθµό τ οι 
πίνακες : 
 

( )nk,tC ∆  για  







∈
Τ≤∆≤
τ<∆<

Lk
tn0

t0
       (4.34) 

 
να είναι οµοιόµορφα φραγµένοι. Όπου NL ≡  στην περίπτωση που d=1.  
Αν F είναι ένας τετραγωνικός πίνακας διάστασης ν και λi, i=1, .. ν, οι ιδιοτιµές του 
πίνακα, η µέγιστη των ιδιοτιµών κατά απόλυτη τιµή ονοµάζεται φασµατική ακτίνα1. 
Αν R(∆t, k) είναι η φασµατική ακτίνα του F, τότε ισχύει: 
 

                                                 
1 Αγγλ. Spectral radius 
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RF ≥          (4.35) 
 
αφού ο λόγος vFv  δεν είναι µικρότερος από τη τιµή που προκύπτει αν στη θέση 
του v αντικαταστήσουµε το ιδιοδιάνυσµα που προκύπτει από τη φασµατική ακτίνα. 
Είναι γνωστό από τη Γραµµική Άλγεβρα ότι η φασµατική ακτίνα του Fn είναι Rn. 
Επίσης ισχύει: 
 

222

0w
0v0v

2 FFF
v

)Fv
w

Fw
Max

v
)Fv

Fv
)Fv(F

MaxF ≤⇒=≤=
≠
≠≠

  (4.36) 

 
Οπότε τελικά η συνθήκη ευστάθειας απαιτεί για κάποιο χρόνο ο συντελεστής 
µεγέθυνσης: 
 

 ( ) ( ) ( ) nnn k,tCk,tCk,tR ∆≤∆≤∆  για 







∈
Τ<∆≤
τ<∆<

Lk
tn0

t0
   (4.37) 

 
να είναι οµοιόµορφα φραγµένος.  
Το απλούστερο παράδειγµα αριθµητικής επίλυσης προβλήµατος µε τη µέθοδο 
πεπερασµένων διαφορών, του οποίου η µελέτη του συντελεστή µεγέθυνσης να 
καταλήγει σε πίνακα-τελεστή, είναι η κυµατική εξίσωση: 
 

2

2
2

2

2

x
uc

t
u

∂
∂

=
∂
∂ ,  c=const.>0     (4.38) 

 
Χρησιµοποιώντας το παρακάτω σχήµα πεπερασµένων διαφορών 
 

( )n
1j

n
j

n
1j

2
1n

j
n
j

1n
j uu2u

x
tcuu2u −+

−+ +−






∆
∆

=+−      (4.39) 

 
παρατηρούµε ότι δεν έχουµε τη περίπτωση προβλήµατος δύο βηµάτων, δηλαδή δεν 
έχουµε µόνο un+1 και un, αλλά και un-1. Θέτοντας  
 

1n
j

n
j uy −=           (4.40) 

 
η εξίσωση 4.39 διαµορφώνεται σε πρόβληµα δύο βηµάτων, αφού διαµορφώνεται στο 
παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 
 

( )








=

+−






∆
∆

=+−

+

−+
+

n
j

1n
j

n
1j

n
j

n
1j

2
n
j

n
j

1n
j

uy

uu2u
x
tcyu2u

    (4.41) 

 
Το παραπάνω σύστηµα µε τη χρήση των σχέσεων 
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ξ=

ρ=
∆

∆

ximjnn
j

ximjnn
j

eAy

eAu
        (4.42) 

 
καταλήγει στο παρακάτω τελεστή-πίνακα µεγέθυνσης 
 

( ) 






 −−
=∆

01
1ba22

m,tG 1
2
1        (4.43) 

 
όπου a1=c∆t/∆x και b1=1-cos(m∆x). Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του παραπάνω 
πίνακα είναι 
 

01d22 =+λ−λ         (4.44) 
 
όπου 1

2
1 ba1d −= . Οι ρίζες που προκύπτουν είναι: 

 
1dd 2

2,1 −±=λ         (4.45) 
 
Αν 1d ≥  τότε max(λi) είναι µεγαλύτερο του 1 οπότε δεν ισχύει η συνθήκη (4.10). Αν  

1d <  οι λύσεις είναι συζυγείς µιγαδικές µε µέτρο 1. Άρα η σχέση που προκύπτει από 
την εφαρµογή της συνθήκης (4.10) είναι 
 

( )( ) 1xmcos1
x
tc1

2

<∆−






∆
∆

−       (4.46) 

 
Από την οποία προκύπτει η τελική συνθήκη ευστάθειας για τη κυµατική εξίσωση: 
 

1
x

tc
<

∆
∆          (4.47) 

 
 Εναλλακτικά η αντικατάσταση των σειρών Fourier στο σχήµα πεπερασµένων 
διαφορών, στη περίπτωση πολυβηµατικού αλγορίθµου (4.25) µας δίνει µια 
πολυωνυµική εξίσωση τάξεως q ως προς ρ η οποία αντιστοιχεί στη χαρακτηριστική 
εξίσωση του τελεστή µεγέθυνσης.   
 
 
1.3. Συνθήκη Von Neumann 
 
Στη προηγούµενη παράγραφο καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι η λύση ενός 
προβλήµατος αρχικών και συνοριακών τιµών µε την αριθµητική µέθοδο των 
πεπερασµένων διαφορών, προκειµένου να είναι ευσταθής µε την έννοια που δώσαµε 
στην ευστάθεια στην αντίστοιχη παράγραφο αυτής της εργασίας, απαραίτητη 
συνθήκη είναι η ύπαρξη µιας σταθεράς 1C  έτσι ώστε  
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( ) 1
n Ck,tR ≤∆   για








∈
Τ<∆≤
τ<∆<

Lk
tn0

t0
      (4.48) 

 
Τότε θα ισχύει:  
 

( ) ,Ck,tR n1
1≤∆   

t
n0

∆
Τ

≤≤        (4.49) 

 
οπότε 
 
( ) Τ∆≤∆ t

1Ck,tR         (4.50) 
 
Γενικά µπορεί να ισχύει 1C1 ≥  και τελικά 11 ≥λ . Η συνθήκη ευστάθειας (4.10) 
προέκυψε από τις ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης (4.9) για τον συντελεστή 
µεγέθυνσης της ακριβούς λύσης του προβλήµατος (4.2). Ανάλογα για κάποιο άλλο 
πρόβληµα µπορεί ο συντελεστής µεγέθυνσης να έχει εκθέτη θετικό αριθµό οπότε η 
συνθήκη (4.10) δεν θα ανταποκρίνεται στις ανάγκες του προβλήµατος. Παρακάτω 
περιγράφεται αναλυτικά µία τέτοια εφαρµογή. 
Για t∆  στο διάστηµα τ<∆< t0 , η έκφραση Τ∆t

1C  στη περίπτωση αυτή είναι 
φραγµένη από τη γραµµική έκφραση της µορφής tC1 2∆+ , όπου 2C  σταθερός 
αριθµός εξαρτώµενος αποκλειστικά από το τ και το 1C . Από τον ορισµό της 
φασµατικής ακτίνας προκύπτει τότε  
 

( )tO1)k,t(R 1 ∆+≤λ=∆   για 







=

τ<∆<

p,....,1i

t0
     (4.51) 

 
όπου νλλ ,.......,1  είναι οι ιδιοτιµές του τελεστή µεγέθυνσης ( )k,tG ∆  σε φθίνουσα 
σειρά. Η παραπάνω σχέση αποτελεί τη συνθήκη ευστάθειας von Neumann.  
Στην εισαγωγή της ευστάθειας χρησιµοποιήθηκε ως συνθήκη η σχέση (4.10) η οποία 
κατέληξε µε τη θεωρία που αναπτύξαµε να έχει αντίστοιχα τη παρακάτω µορφή: 
 

11 ≤λ          (4.52) 
 
Πολλές κατηγορίες προβληµάτων συνοριακών και αρχικών τιµών, όπως ήδη 
αναφέραµε αφορούν εκθετική αύξηση για κάποια από τις συνιστώσες της ακριβούς 
λύσης ως προς το χρόνο. Συνθήκες ευστάθειας όπως η (4.10) δεν επιτρέπουν σε 
αυτού του είδους τα προβλήµατα τέτοια αύξηση. Για αυτό το λόγο χρησιµοποιείται η 
γενικευµένη συνθήκη ευστάθειας (4.51) η οποία επιτρέπει ικανή αύξηση.  
 
Εφαρµογή:  
 
Εφαρµογή της παραπάνω συνθήκης (4.51) αποτελεί το τροποποιηµένο πρόβληµα 
διάχυσης 
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bu
x

uc
t
u

2

2

+
∂
∂

=
∂
∂ , 0b,0c >>        (4.53) 

 
 
Αν γράψουµε την εξίσωση πεπερασµένων διαφορών της παραπάνω διαφορικής 
εξίσωσης, τότε προκύπτει: 
 

( )
n
j2

n
1j

n
j

n
1j

n
j

1n
j bu

x

uu2u
c

t
uu

+
∆

+−
=

∆

− −+
+

      (4.54) 

 
Τότε ο συντελεστής µεγέθυνσης προκύπτει από την αντικατάσταση της (4.6) στην 
(4.54). Η λύση της εξίσωσης που προκύπτει ως προς ρ είναι:  
 

( )
( )

tb
2

xm
sin

x

tc
41m,tG 2

2
∆+

∆
∆
∆

−=∆      (4.55) 

 
και είναι φανερό ότι η συνθήκη ευστάθειας von Neumann ικανοποιείται αν ισχύει: 
 

( )
=

∆

∆
2x

tc const.≤1/2        (4.56) 

 
όπως είχε υπολογιστεί για την µη τροποποιηµένη εξίσωση διάχυσης. 
 
 
2. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ VON 
NEUMANN ΣΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΟΥ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ  
 
2.1. Εισαγωγή 
 
Η συνθήκη ευστάθειας von Neumann αναφέρεται στην αριθµητική ευστάθεια της 
µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών. Ανάλογα µε τη µορφή του προβλήµατος η 
αριθµητική ευστάθεια επιτυγχάνεται υπό προϋποθέσεις. Οι προϋποθέσεις αυτές 
προκύπτουν από τους περιορισµούς που θέτουµε στη «βοηθητική» αναλυτική λύση 
που προκύπτει από σειρές Fourier και συγκεκριµένα στο µέρος της λύσης που αφορά 
τη χρονική µεταβολή. Ανάλογα µε τη µορφή του διαχυτικού χαρακτήρα του 
προβλήµατος προκύπτουν και οι περιορισµοί για το συντελεστή µεγέθυνσης ρ που 
προκύπτει από την αντικατάσταση της σχέσης (4.6) στο χρησιµοποιούµενο σχήµα 
πεπερασµένων διαφορών. Ειδικά όµως η αναφερόµενη συνθήκη µπορεί να 
εφαρµοστεί σε πολλά προβλήµατα χωρίς να επηρεάζεται από το διαχυτικό χαρακτήρα 
του προβλήµατος. 
Θα εφαρµόσουµε τη συνθήκη ευστάθειας von Neumann στην αριθµητική λύση µε τη 
µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών του αντιστρόφου προβλήµατος βαθιάς 
καθίζησης  µε τη µέθοδο κανονικοποίησης uxxxx. Το πρόβληµα αρχικών και 
συνοριακών τιµών είναι το ακόλουθο 
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( ) 4
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∂
∂

ε−
∂
∂
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+

∂
∂
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−=

∂
∂ εεεε     (4.57α) 

 
για                    
 

bz0;1x0 ≤<≤≤         (4.57β) 
 
και 
 

)b,x(u)0,x(u =ε      (α.σ.)       (4.57γ) 
  

0)z,1(u =ε   (σ.σ.)       (4.57δ) 
 
( ) 0)z,0(u x =ε           (σ.σ.)       (4.57ε) 

 
( ) 0)z,1(u xx =ε           (σ.σ.)       (4.57στ) 

 
όπου u η λύση στο ευθύ πρόβληµα βαθιάς καθίζησης και uε η λύση του αντιστρόφου 
προβλήµατος. Το παραπάνω πρόβληµα σύµφωνα µε τη διαχυτική µορφή που 
εµφανίστηκε στο ευθύ πρόβληµα αναµένεται αν όχι επιβάλλεται να εµφανίζει αύξηση 
των υπολογιστικών τιµών ως προς το χρόνο. Συνθήκες ευστάθειας όπως η (4.10) 
αποτρέπουν την ύπαρξη όπως έχουµε δείξει αυτής της διαχυτικής συµπεριφοράς του 
προβλήµατος.  
Στο συγκεκριµένο πρόβληµα οι απαιτήσεις για περιορισµένα αυξανόµενο ρ 
καταλήγουν στη συνθήκη που µαθηµατικά εκφράζεται από τη σχέση (4.51). 
Σύµφωνα µε τη συνθήκη von Neumann η ευστάθεια της αριθµητικής λύσης του 
αντιστρόφου προβλήµατος διαχύσεως εξασφαλίζεται αν υπό προϋποθέσεις, οι οποίες 
εξαρτώνται από τις αριθµητικές παραµέτρους του προβλήµατος, ισχύει 
 

( ) zz,x12,1 ∆∆∆κ+≤ρ        (4.58) 
 
µε 
 

( ) Mz,x0 ≤∆∆κ≤         (4.59) 
 
για µικρά ∆x ,∆z. 
Η παραπάνω αναφερόµενη συνθήκη διαµορφώνεται ανάλογα µε τη µορφή κάθε 
προβλήµατος και αντίστοιχα κάθε εξίσωσης.  
 
 
2.2. Εφαρµογή στο αντίστροφο πρόβληµα – Μέθοδος κανονικοποίησης uxxxx 

 
Η διακριτοποιηµένη µορφή της µερικής διαφορικής εξίσωσης µετά από 
αντικατάσταση της (4.6) µετατρέπεται στην εξίσωση της ευστάθειας για τον 
συντελεστή µεγέθυνσης. Οπότε από τη σχέση 
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µε την αντικατάσταση της (4.6) έχει τη µορφή 
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η οποία καταλήγει στη παρακάτω εξίσωση: 
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   (4.62) 

 
όπου  
 
Ln = [0.18 , 1.0]=1-b+zn       (4.63)    
 
c = 0.1          (4.64) 
 
ε = ],[ ∞+−∞          (4.65)  
 
xj ∈  [0 , 1.0]=x        (4.66) 
 
Στις παραπάνω αναφερόµενες παραµέτρους παρατηρούµε ότι συµπεριλαµβάνονται οι 
όροι Ln και xj  οι οποίοι αντιστοιχούν στις µεταβλητές του προβλήµατος αρχικών και 
συνοριακών τιµών 1-b+z και x. Η ευστάθεια όµως επιβάλει ως µεταβλητές να είναι 
τα αριθµητικά στοιχεία του προβλήµατος. Για αυτό το λόγο θεωρούµε τις παραπάνω 
µεταβλητές ως παραµέτρους µε τιµές, αυτές που παίρνουν σε όλες τις χρονικές και 
χωρικές φάσεις του προβλήµατος. 
Σύµφωνα µε την ευστάθεια που µελετήσαµε σε προηγούµενη παράγραφο µας 
ενδιαφέρει η συµπεριφορά της/των ρίζας/ριζών της εξίσωσης καθώς τα ∆x, ∆z 
κινούνται προς το 0.  
Είναι  
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  (4.67) 

 
Για το οποίο πρέπει να ισχύει:  
 

0
z

1
≥

∆

−ρ
         (4.68) 

 
το οποίο εξασφαλίζεται αν 0)fRe( x ≥∆ . Η παραπάνω συνθήκη εξασφαλίζεται αν 
ισχύει: 
 

0
L
c
2
n

≥ε−          (4.69) 

 
όπως εύκολα προκύπτει από την (4.67) αφού η σχέση (sinn (λ∆x)/ (λ∆x)n) είναι πολύ 
κοντά στο 1 για τις χρησιµοποιούµενες τιµές ∆x. Η σχέση (4.69) εξασφαλίζει την 
ισχύ τόσο της (4.57), όσο και την ισχύ του αριστερού µέλους της ανισότητας (4.59) 
αφού είναι ισοδύναµες.  
Στη περίπτωση όµως που δεν ισχύει η παραπάνω συνθήκη, όπως στη περίπτωση που 
µελετάµε θα πρέπει να διερευνήσουµε περισσότερο και να καταλήξουµε σε πιο 
περίπλοκη αλλά επίσης µη πεπλεγµένη σχέση για το ε. Πρέπει να ισχύει: 
 

0)fIm()fRe(2)fRe( xx
2

x ≥++ ∆∆∆       (4.70) 
 
Αν 1)fIm( x ≥∆  τότε η παραπάνω σχέση ισχύει πάντα. Εναλλακτικά πρέπει να ισχύει: 
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Στη περίπτωση την οποία µελετάµε ισχύει η δεύτερη περίπτωση της παραπάνω 
σχέσης. 
Το µέτρο της f∆x είναι φθίνουσα συνάρτηση του ∆x στο διάστηµα (0, 1) οπότε το 
µικρότερο άνω φράγµα του µέτρου της f∆x είναι το (Παράρτηµα Η): 
 

4
n

4
n

22
n

22
n

2
j

x0x L
L4Lc4cLx4

2
1)f(lim

ε+ε−+
=∆→∆

    (4.72) 

 
Στο Παράρτηµα Η εµφανίζονται επίσης οι πιθανές τιµές που µπορεί να πάρει η 
παραπάνω παράσταση. Η παραπάνω ποσότητα αποτελεί ενδεικτικό συντελεστή 
µεγέθυνσης για τη χρονική µεταβολή της u(x,t). Όσο πιο µεγάλος είναι ο παραπάνω 
συντελεστής τόσο πιο πολύ αποκλίνει η αριθµητική λύση από τη πραγµατική.  
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2.3. Μετεπεξεργασία επίλυσης – Εισαγωγή στη σύγκλιση 
 
Για ικανοποιητική ευστάθεια στο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε δεν µας ενδιαφέρει 
µόνο η συνθήκη (4.58) όπως εµφανίζεται αλλά ακόµη περισσότερο θα µελετήσουµε  
το αποτέλεσµα της επίλυσης.  
Αφού έχουµε εξασφαλίσει τη συνθήκη ευστάθειας του προβλήµατος όπως και στη 
περίπτωση της σύνθετης παραγώγου θα µελετήσουµε τη ταχύτητα σύγκλισης του 
αλγορίθµου. Είναι φανερό ότι ο παράγοντας µε τον οποίο γίνεται µετρήσιµη η 
ταχύτητα σύγκλισης είναι το µέτρο της f∆x το οποίο εξαρτάται από το sin(∆x). Στο 
Παράρτηµα Η εµφανίζεται η µορφή των συναρτήσεων ∆x, sin(∆x), sin(∆x/2). Είναι 
φανερό ότι πολύ κοντά στο 0 και περίπου για τιµές ∆x < 0.2 είναι: 
 

)x(Of x ∆=∆          (4.73) 
 
 
2.4. Εφαρµογή στο αντίστροφο πρόβληµα – Μέθοδος κανονικοποίησης uxxzz 
 
Η εφαρµογή της συνθήκης ευστάθειας von Neumann στην αριθµητική λύση µε τη 
µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών του αντιστρόφου προβλήµατος βαθιάς 
καθίζησης µε τη µέθοδο κανονικοποίησης uxxzz αντιµετωπίζεται σε αυτή τη 
παράγραφο. Το πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών είναι το ακόλουθο 
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για 
 

bz0;1x0 ≤<≤≤         (4.74β) 
 
και 
 

)b,x(u)0,x(u =ε      (α.σ)       (4.74γ) 
 

( ) 0)z,0(u x =ε           (σ.σ.)       (4.74ζ) 
 

0)z,1(u =ε               (σ.σ.)       (4.74στ) 
 
( ) ( )b,xu)0,x(u zz −=ε (α.σ)       (4.74δ) 

 
Οι απαιτήσεις ευστάθειας είναι κοινές µε αυτές της κανονικοποιήσεως της µεθόδου 
uxxxx 
 

( )z,x12,1 ∆∆κ+≤ρ ∆z        (4.75) 
 
µε 
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( ) Mt,x0 ≤∆∆κ≤         (4.76) 
 
για µικρά ∆x, ∆z. Εφαρµόζουµε τη µέθοδο ευστάθειας στο νέο σχήµα πεπερασµένων 
διαφορών: 
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 (4.77) 

 
δηλαδή αντικαθιστούµε την (4.6) στο σχήµα που προκύπτει από το οποίο έχει 
απαλειφθεί ο συντελεστής Α: 
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    (4.78) 
 
καταλήγουµε σε µια δευτεροβάθµια εξίσωση (Παράρτηµα Θ) ως προς το συντελεστή 
µεγέθυνσης ρ µε τη παρακάτω µορφή: 
 
( ) ( ) 0cdbc2bc 1111

2
11 =+ρ++−ρ+       (4.79) 

 
όπου 
 

x
2
n

2
1 cLx2c ∆ν=  >0        (4.80) 

 
2
n

4
1 Lxzb ∆∆= >0        (4.81) 

 
( ) ( )( )n

32
jx

22
1 Lxzxxsinicxzc2d ∆∆∆+∆∆=     (4.82) 
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µε  
 

( )( )xcos1cx ∆−=         (4.83) 
 
Ln = [0.18 , 1.0]=1-b+zn       (4.84)    
 
c = 0.1          (4.85) 
 
xj ∈  [0 , 1.0]=x        (4.86) 
 
ν [ ]∞+∞−∈ ,          (4.87) 
 
Όµως  
 

1
x
c2

2
x →

∆
 και 1

x
)xsin(
→

∆
∆        (4.88) 

 
για µικρές τιµές του ∆x. 
 
Οπότε 
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1 Lxzxixzcd ∆∆+∆∆=       (4.91) 

 
και µε απαλοιφή του ∆x4 είναι 
 

2
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Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι 
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Είναι φανερό πως όταν ∆z τείνει στο 0 τότε οι ρίζες τείνουν στο 1. Παρατηρούµε ότι 
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c1>0, b1>0, Re(d1)>0, Im(d1)>0      (4.96) 
 
Οπότε  
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όπου  
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1bc >0         (4.98) 
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Η ανάπτυξη σε σειρές γύρω από το ∆z των παραπάνω παραστάσεων µας δίνει 
(Παράρτηµα Θ): 
 

( ) ( ) ( )32
c1

32
c

2
cc zOzd1zOzdbzb2 ∆+∆+≥ρ≥∆+∆++∆−   (4.100) 

 
  
2.5. Μετεπεξεργασία επίλυσης – Εισαγωγή στη σύγκλιση 
 
Για ικανοποιητική ευστάθεια στο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε δεν µας ενδιαφέρει 
µόνο η συνθήκη (4.58) όπως εµφανίζεται αλλά ακόµη περισσότερο θα µελετήσουµε  
το αποτέλεσµα της επίλυσης.  
Αφού έχουµε εξασφαλίσει τη συνθήκη ευστάθειας του προβλήµατος όπως και στη 
περίπτωση της σύνθετης παραγώγου θα µελετήσουµε τη ταχύτητα σύγκλισης του 
αλγορίθµου. Είναι φανερό ότι η µεταβλητή ως προς την οποία γίνεται µετρήσιµη η 
ταχύτητα σύγκλισης είναι η ∆z. Από τη σχέση (4.99) είναι καθώς το ∆z τείνει στο 0 
 

( )2
1 zO1)z(O2 ∆+≥ρ≥∆−       (4.101) 
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3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΣΕΙΡΩΝ TAYLOR1 – ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
 
3.1. Εισαγωγή 
 
Σύµφωνα µε τις υποθέσεις που έγιναν για την ευστάθεια, η λύση του ενός 
προβλήµατος µε τη χρήση πεπερασµένων διαφορών συγκλίνει στην ακριβής λύση, 
εάν για ∆x, ∆t (αντίστοιχα ∆z) τείνουν στο 0, ικανοποιείται η συνθήκη ευστάθειας 
του αριθµητικού αλγορίθµου. ∆εν µας ενδιαφέρει όµως µόνο η σύγκλιση αριθµητικής 
και ακριβούς λύσης αλλά για πρακτικούς λόγους και η ταχύτητα σύγκλισης των δύο 
λύσεων. Στη παράγραφο αυτή µελετάται το θεωρητικό υπόβαθρο της µελέτης της 
ταχύτητας σύγκλισης στη βάση του σφάλµατος προσέγγισης µε χρήση σειρών Taylor. 
Έστω 
 
 n

ju~)tn,xj(u~)t,x(u~ =∆∆=         (4.102) 
 
η ακριβής λύση του προβλήµατος µε συνεχής µερικές παραγώγους. Από τη χρήση 
των σειρών Taylor µε υπόλοιπο έχουµε: 
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(4.105) 

 
και παρόµοιες εκφράσεις για τα 1n

j
n

1j u~,u~ −
−  και τις υπόλοιπες µορφές των προς τα 

πίσω πεπερασµένων διαφορών και θκ, κ=1..4 αριθµοί µεταξύ 0 και 1.  
Θεωρούµε ως παράδειγµα την εξίσωση Einstein – Kolmogorov: 
 

                                                 
1 Αγγλ. truncation error 
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ut=cuxx  , c>0        (4.106) 
 
µε «εµπρός» σχήµα πεπερασµένων διαφορών για µερική παράγωγο ως προς το χρόνο. 
Αφού η ακριβής λύση ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση θεωρούµε το τελεστή: 
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στο τελεστή καταλήγουµε: 
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Το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να ερµηνευθεί ως ακολούθως: Υπάρχουν δύο 
σταθερές Κ1 και Κ2 εξαρτώµενες από την u~ , έτσι ώστε η απόλυτη τιµή του τελεστή 
Φ να είναι µικρότερη η ίση από Κ1(∆t) + Κ2(∆x2) για οσοδήποτε µικρά ∆t, ∆x. 
Καλούµε το αποτέλεσµα του τελεστή Φ σφάλµα προσέγγισης.  
Το αποτέλεσµα του τελεστή µας δίνει τη πληροφορία της ταχύτητας σύγκλισης της 
αριθµητικής λύσης στην ακριβή καθώς ο αριθµητικός κάνναβος γίνεται όλο και πιο 
λεπτός [1]. Οπότε µε τη χρήση της ευστάθειας και του τελεστή Φ αποδεικνύεται η 
σύγκλιση, ενός από τα τρία στοιχεία που χρειάζονται για τον προσδιορισµό ενός 
προβλήµατος, που από την αρχική του µορφή θεωρείται µη καλώς ορισµένο, ως 
καλώς ορισµένου. 
 
 
3.2. Εφαρµογή στη µέθοδο κανονικοποίησης uxxxx 
 
Αντικαθιστώντας στο παρακάτω σχήµα  
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το αριθµητικό λάθος είναι (Παράρτηµα Ι): 
 

( ) )x(O)z(O
x

u~

L12
xc

x
u~

L6
xx

z
u~

2
zu~ 2

n

j
4

4

2
n

2n

j
3

3

n

2
j

n

j
2

2

1 ∆+∆=







∂
∂∆

+







∂
∂∆

−







∂
∂∆

=Φ (4.110) 

 
Άρα υπάρχουν δύο σταθερές Κ1 και Κ2 εξαρτώµενες από τις παραµέτρους του 
προβλήµατος, έτσι ώστε η απόλυτη τιµή του τελεστή Φ να είναι µικρότερη η ίση από 
Κ1(∆z) + Κ2(∆x)2 για οσοδήποτε µικρά ∆z, ∆x. Όσο µικρότερες τιµές του ∆z και ∆x 
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θεωρήσουµε για τη λύση του προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 
διαφορών τόσο καλύτερη σύγκλιση πραγµατικής και αριθµητικής λύσης θα έχουµε.  
Κατά συνθήκη η επιλογή αριθµητικών παραµέτρων επιβάλλει ∆z<<<∆x. 
Παρατηρώντας την σχέση (4.110) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο κύριος 
παράγοντας που επηρεάζει το σφάλµα προσέγγισης είναι αυτός που αφορά το ∆x. Ο 
συντελεστής Κ2 εξαρτάται από τις παραγώγους της u ως προς x, τη χωρική 
µεταβλητή x και τη χρονική µεταβλητή Ln=1-b+zn. Το χωρικό σηµείο των 
αριθµητικών υπολογισµών το οποίο επηρεάζεται σηµαντικά από το αριθµητικό λάθος 
είναι κοντά στο δεξιό σύνορο όπου οι παράγωγοι της u ως προς x είναι σηµαντικές 
και στην αρχή της εφαρµογής του αλγορίθµου όπου επίσης η χρονική µεταβλητή 
παίρνει σηµαντικά χαµηλές τιµές. Αυτό φαίνεται στα αποτελέσµατα όπου κοντά στο 
δεξιό σύνορο υπάρχει σηµαντική ασυµβατότητα στα αποτελέσµατα από το ευθύ µε το 
αντίστροφο πρόβληµα (Εικ.3-2α – 3-2γ). Ως προς τη κεντρική καθίζηση είναι φανερό 
ότι δεν επηρεάζεται από το σφάλµα προσέγγισης, όπως και στη προηγούµενη µέθοδο.  
 
 
3.3. Εφαρµογή στη µέθοδο κανονικοποίησης uxxzz 
 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω αντικαθιστώντας στο τελεστή Φ2, όπου: 
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  (4.111) 

 
Έχουµε ως αποτέλεσµα (Παράρτηµα ΙΑ): 
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Άρα υπάρχουν δύο σταθερές Κ3 και Κ4 εξαρτώµενες από τις παραµέτρους του 
προβλήµατος, έτσι ώστε η απόλυτη τιµή του τελεστή Φ να είναι µικρότερη η ίση από 
Κ3(∆z)+ Κ4(∆x2) για οσοδήποτε µικρά ∆z, ∆x. Όσο µικρότερες τιµές του ∆z και ∆x 
θεωρήσουµε για τη λύση του προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 
διαφορών τόσο καλύτερη σύγκλιση πραγµατικής και αριθµητικής λύσης θα έχουµε.  
Κατά συνθήκη η επιλογή αριθµητικών παραµέτρων επιβάλλει ∆z<<<∆x. 
Παρατηρώντας την σχέση (4.112) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο κύριος 
παράγοντας που επηρεάζει το σφάλµα προσέγγισης είναι αυτός που αφορά το ∆x. Ο 
συντελεστής Κ4 εξαρτάται από την δεύτερης τάξης παράγωγο της u ως προς x, τη 
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χωρική µεταβλητή x και τη χρονική µεταβλητή Ln=1-b+zn. Το χωρικό σηµείο των 
αριθµητικών υπολογισµών το οποίο επηρεάζεται σηµαντικά από το αριθµητικό 
σφάλµα είναι και σε αυτή τη περίπτωση κοντά στο δεξιό σύνορο, λιγότερο από τη 
προηγούµενη µέθοδο αφού η παράµετρος Ln, είναι στη δύναµη –1. Στο σηµείο αυτό 
οι παράγωγοι της u ως προς x είναι σηµαντικές ενώ στην αρχή της εφαρµογής του 
αλγορίθµου η «χρονική» µεταβλητή παίρνει σηµαντικά χαµηλές τιµές. Αυτό φαίνεται 
στα αποτελέσµατα (Εικ. 3-3α – 3-3γ), όπου κοντά στο δεξιό σύνορο υπάρχει 
σηµαντική ασυµβατότητα στα αποτελέσµατα από το ευθύ µε το αντίστροφο 
πρόβληµα. Ως προς τη κεντρική καθίζηση είναι φανερό ότι δεν επηρεάζεται από το 
σφάλµα προσέγγισης, όπως και στη προηγούµενη µέθοδο κανονικοποίησης.  
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4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 4 
 
Στο Κεφάλαιο 4 µελετάται η ευστάθεια και η σύγκλιση του αριθµητικού αλγορίθµου 

για το αντίστροφο πρόβληµα βαθιάς καθίζησης το οποίο στο προηγούµενο Κεφάλαιο 

επιλύθηκε αριθµητικά µε χρήση κανονικοποιήσεων. Η ευστάθεια µελετάται στη βάση 

των σειρών Fourier µε χρήση της γενικευµένης συνθήκης ευστάθειας von Neumman. 

Παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο για τη µελέτη ευστάθειας και εφαρµόζεται 

για τις δύο κανονικοποίησεις που εφαρµόστηκαν στο προηγούµενο Κεφάλαιο.  

Η ευστάθεια, κατά von Neumann, του αριθµητικού αλγορίθµου της κανονικοποίησης 

µε τη µέθοδο uxxxx επιτυγχάνεται µε κατάλληλες επιλογές της παραµέτρου 

κανονικοποίησης ε και κατάλληλη επιλογή του βάθους n∆z για το οποίο επιλύεται 

αριθµητικά το αντίστροφο πρόβληµα, το οποίο επηρεάζει τη παράµετρο Ln.  

Η εξασφάλιση της αριστερής ανισότητας της σχέσης (4.59) δεν αφορά µόνο στην 

ευστάθεια του αλγορίθµου όσο αφορά στη σύγκλιση αριθµητικής και ακριβούς λύσης 

αφού η µορφή της χρονικής µεταβολής του προβλήµατος είναι αυξητική. Όσο πιο 

µικρό είναι το φράγµα του συντελεστή f∆x το οποίο επίσης επηρεάζεται από τις 

παραπάνω αναφερόµενες παραµέτρους ε και Ln, τόσο περισσότερο επιτυγχάνεται η 

ευστάθεια αλλά και ρυθµίζεται ο συντελεστής µεγέθυνσης της αριθµητικής 

προσέγγισης του προβλήµατος ώστε να συγκλίνει στα αποτελέσµατα της ακριβούς 

λύσης. 

Κατά όµοιο τρόπο προκύπτει και η συνθήκη ευστάθειας για τον αριθµητικό 

αλγόριθµο επίλυσης του αντιστρόφου προβλήµατος µε τη µέθοδο κανονικοποίησης 

uxxzz. Οι παράµετροι από τις οποίες εξαρτάται η ευστάθεια είναι η παράµετρος 

κανονικοποίησης ν και η χρονική µεταβλητή Ln.  

Σύµφωνα µε τις υποθέσεις που έγιναν για την ευστάθεια, η λύση του προβλήµατος µε 

τη χρήση των πεπερασµένων διαφορών συγκλίνει στην ακριβής λύση εάν για ∆x, ∆t 

τείνουν στο 0, η συνθήκη ευστάθειας ικανοποιείται. Στο Κεφάλαιο 4 η ταχύτητα 

σύγκλισης στη βάση του σφάλµατος προσέγγισης µε χρήση σειρών Taylor, για τις 

δύο µεθόδους κανονικοποίησης του αντιστρόφου προβλήµατος βαθιάς καθίζησης.  

Για τη µέθοδο κανονικοποίησης uxxxx προκύπτει ότι υπάρχουν οι παράµετροι Κ1 και 

Κ2 εξαρτώµενες από τις παραµέτρους του προβλήµατος, έτσι ώστε η απόλυτη τιµή 

του τελεστή Φ να είναι µικρότερη η ίση από Κ1(∆z) + Κ2(∆x)2 για οσοδήποτε µικρά 

∆z, ∆x. Όσο µικρότερες τιµές του ∆z και ∆x θεωρήσουµε για τη λύση του 



 115 

προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών τόσο καλύτερη σύγκλιση 

πραγµατικής και αριθµητικής λύσης θα έχουµε.  

Ο συντελεστής Κ2 εξαρτάται από τις παραγώγους της u ως προς x, τη χωρική 

µεταβλητή x και τη χρονική µεταβλητή Ln=1-b+zn. Το χωρικό σηµείο των 

αριθµητικών υπολογισµών το οποίο επηρεάζεται σηµαντικά από το αριθµητικό λάθος 

είναι κοντά στο δεξιό σύνορο όπου οι παράγωγοι της u ως προς x είναι σηµαντικές 

και στην αρχή της εφαρµογής του αλγορίθµου όπου επίσης η χρονική µεταβλητή 

παίρνει σηµαντικά χαµηλές τιµές. Αυτό φαίνεται στα αποτελέσµατα όπου κοντά στο 

δεξιό σύνορο υπάρχει σηµαντική ασυµβατότητα στα αποτελέσµατα από το ευθύ µε το 

αντίστροφο πρόβληµα (Εικ.2-10α – 2-10γ). Ως προς τη κεντρική καθίζηση είναι 

φανερό ότι δεν επηρεάζεται από το σφάλµα προσέγγισης. 

Όσον αφορά τη µέθοδο κανονικοποίησης uxxzz προκύπτει ότι υπάρχουν οι παράµετροι 

Κ3 και Κ4 εξαρτώµενες από τις παραµέτρους του προβλήµατος, έτσι ώστε η απόλυτη 

τιµή του τελεστή Φ να είναι µικρότερη η ίση από Κ3(∆z)+ Κ4(∆x2) για οσοδήποτε 

µικρά ∆z, ∆x. Όσο µικρότερες τιµές του ∆z και ∆x θεωρήσουµε για τη λύση του 

προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, τόσο καλύτερη σύγκλιση 

πραγµατικής και αριθµητικής λύσης θα έχουµε.  

Κατά συνθήκη η επιλογή αριθµητικών παραµέτρων επιβάλλει ∆z<<<∆x. Ο 

συντελεστής Κ4 εξαρτάται από την δεύτερης τάξης παράγωγο της u ως προς x, τη 

χωρική µεταβλητή x και τη χρονική µεταβλητή Ln=1-b+zn. Το χωρικό σηµείο των 

αριθµητικών υπολογισµών το οποίο επηρεάζεται σηµαντικά από το αριθµητικό 

σφάλµα είναι και σε αυτή τη περίπτωση κοντά στο δεξιό σύνορο, λιγότερο από τη 

προηγούµενη µέθοδο αφού η παράµετρος Ln, είναι στη δύναµη –1. Στο σηµείο αυτό 

οι παράγωγοι της u ως προς x είναι σηµαντικές ενώ στην αρχή της εφαρµογής του 

αλγορίθµου η «χρονική» µεταβλητή παίρνει σηµαντικά χαµηλές τιµές. Αυτό φαίνεται 

στα αποτελέσµατα (Εικ. 2-11α – 2-11γ), όπου κοντά στο δεξιό σύνορο υπάρχει 

σηµαντική ασυµβατότητα στα αποτελέσµατα από το ευθύ µε το αντίστροφο 

πρόβληµα. Ως προς τη κεντρική καθίζηση είναι φανερό ότι δεν επηρεάζεται από το 

σφάλµα προσέγγισης, όπως και στη προηγούµενη µέθοδο κανονικοποίησης.  
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