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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 
Τα υπόγεια έργα (Πολιτικού Μηχανικού ή άλλα γεωτεχνικά) είναι ο λόγος 
ανακατανοµής των τάσεων και παραµορφώσεων στη µάζα των γεωϋλικών. Το 
αποτέλεσµα της ανακατανοµής είναι η καθίζηση στην επιφάνεια της γης, η οποία 
δηµιουργεί ανεπιθύµητες συνέπειες για τη λειτουργία των κατασκευών. 
Οι παραπάνω συλλογισµοί δηµιουργούν τα ακόλουθα ερωτήµατα: 
 

- Πώς να προβλεφθεί η επίδραση των υπόγειων εργασιών στην επιφάνεια 
της γης; 

- Πώς να εκτελεστούν οι υπόγειες εργασίες (σχήµατα και διαστάσεις των 
έργων) έτσι ώστε τα υπάρχοντα κτίρια και εξοπλισµοί στην επιφάνεια να 
µπορούν να διατηρήσουν την ύπαρξη και την λειτουργία τους; 

 
Αυτά είναι τα προβλήµατα τα οποία θα µελετηθούν σε αυτή την εργασία. Οι λύσεις 
των προβληµάτων που δίνονται παρακάτω µπορεί να χρησιµοποιηθούν για τις 
ποσοτικές και τις ποιοτικές µελέτες µερικών φυσικών φαινοµένων. Για παράδειγµα, 
όταν η λάβα εκρήγνυται από τον κρατήρα ενός ηφαιστείου, σχηµατίζονται κενά στη 
µάζα της λάβας, σαν αποτέλεσµα της εξάπλωσης του αερίου, η οποία µε κάποιο 
µηχανισµό που περιγράφεται στο 1ο Κεφάλαιο της εργασίας αυτής µπορεί να 
δηµιουργήσει σηµαντική καθίζηση στην επιφάνεια της γης.  
Επίσης, αξίζει να αναφερθεί ότι οι επιχειρήσεις διάσωσης στο Τσερνοµπίλ 
περιελάµβαναν τη κατασκευή σήραγγας κάτω από το σταθµό του πυρηνικού 
σταθµού, ο οποίος τότε ήταν γεµάτος µε σκυρόδεµα (συµπαγής - άκαµπτο)[1]. Η 
έλλειψη γνώσης σχετικά µε την επίδραση της σήραγγας (υπόγειος δρόµος) στην 
επιφάνεια της γης θα µπορούσε να οδηγήσει σε ακόµα περισσότερο καταστροφικές 
συνέπειες. Αυτό το γεγονός µόνο τονίζει την σπουδαιότητα των προβληµάτων που 
µελετούνται σε αυτή την εργασία. 
Τέλος, πολύ σηµαντικές τόσο κατά µέτρο όσο και σε οικονοµικά µεγέθη είναι οι 
συνέπειες των καθιζήσεων που προκύπτουν από την άντληση πετρελαίου, οι οποίες 
µελετώνται αναλυτικότερα στην επόµενη παράγραφο.  
 
 

ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΚΑΘΙΖΗΣΕΩΝ – ΑΝΤΛΗΣΗ ΠΕΤΡΕΛΑΙΟΥ 
 
Η άντληση πετρελαίου έχει οδηγήσει σε προβλήµατα συµπύκνωσης και καθίζησης 
εδαφών σε διάφορες περιοχές. Η καθίζηση σε περιοχές γεωδεξαµενών πετρελαίου 
όπως το Wilmington και το Ekofisk είναι δύο από τις πιο γνωστές περιοχές λόγω του 
µεγέθους της καθίζησης και του κόστους της ανάταξης τόσο των εγκαταστάσεων 
άντλησης και µεταφοράς, όσο και των υποδοµών, οικοσυστηµάτων των περιοχών 
αυτών. Εκτός από τις παραπάνω αναφερόµενες περιοχές, καθίζηση έχουν υποστεί σε 
µικρότερο βαθµό και άλλες περιοχές µε γεωδεξαµενές1 πετρελαίου, όπως η 
Βενεζουέλα όπου λόγω της σηµαντικής καθίζησης υπήρξε πλυµµήρα γύρω από τις 
όχθες της Λίµνης Maracaibo. Στην Ολλανδία, παρατηρήθηκε σηµαντική καθίζηση 
στη περιοχή Groningen [2], πάνω από µία αρκετά µεγάλη σε χωρητικότητα 
γεωδεξαµενή πετρελαίου. Η καθίζηση, η οποία µπορούσε να µετρηθεί σε δεκάδες 
εκατοστών, δηµιουργεί προβλήµατισµούς, αφού σηµαντικά τµήµατα των Κάτω 

                                                 
1 Αγγλ. Reservoir 
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Χωρών βρίσκονται κάτω από την επιφάνεια της θάλασσας και προστατεύονται από 
φράγµατα. Παρακάτω θα περιγράψουµε αναλυτικότερα ορισµένες από τις 
περιπτώσεις σηµαντικών καθιζήσεων λόγω άντλησης πετρελαίου. 
 

 
Εικόνα 1: Συνέπειες παραγωγής πετρελαίου στη γεωµορφολογία 

 
 

Όλα τα προβλήµατα δεξαµενών πετρελαίου περιλαµβάνουν δύο βασικά στοιχεία: 
ρευστά και βράχο. Τα στοιχεία αυτά συσχετίζονται µέσω δύο διαδικασιών [3]: τη 
µηχανική των ρευστών καθώς και τη γεωµηχανική. Η µηχανική των ρευστών είναι 
ουσιώδης σε µία µελέτη δεξαµενής πετρελαίου. Η γεωµηχανική πιστεύεται ότι είναι 
σηµαντική σε προβλήµατα όπως η ευστάθεια των γεωτρήσεων, υδραυλική διάβρωση 
και παραγωγή πετρελαίου οι οποίες δηµιουργούν συµπύκνωση και καθίζηση. Η 
γεωµηχανική διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο όταν παράγεται πετρέλαιο και αέριο σε 
γεωδεξαµενές µε υψηλή συµπιεστότητα και παραµορφωσιµότητα. Πρακτικά 
προβλήµατα που αφορούν τη γεωµηχανική στις γεωδεξαµενές, περιλαµβάνουν την 
καθίζηση της επιφάνειας και γενικότερα τη πιθανή παραµόρφωση που προκαλείται 
από την συµπύκνωση της γεωδεξαµενής, η οποία οδηγεί σε αναγκαστική µείωση της 
παραγωγής, µε τεράστιο κόστος.  
Στη Εικόνα 1 [4] εµφανίζονται οι πιθανές συνέπειες παραγωγής πετρελαίου στη 
γεωµορφολογία µιας περιοχής: Η αυξηµένη παραγωγή πετρελαίου, φυσικού αερίου 
αλλά και νερού ( Φάση 2) προκαλεί την πτώση της πίεσης πόρων στο υπέδαφος1 

                                                 
1 Αγγλ. Subsurface 
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(Φάση 3). Ο υποβιβασµός της πίεσης πόρων (Φάση 3) προκαλεί αύξηση των ενεργών 
τάσεων στη γεωκατασκευή1 (Φάση 4) πάνω από τη γεωδεξαµενή πετρελαίου µε 
συνέπεια την συµπύκνωση και καθίζηση της βραχόµαζας της γεωκατασκευής ή/και 
ενεργοποίηση ενεργών (Φάση 1) ή ανενεργών ρηγµάτων της περιοχής (Φάση 5). Η 
συµπύκνωση ή/και η ολίσθηση κατά µήκος των ρηγµάτων µπορεί να προκαλέσει 
επιφανειακή καθίζηση2 (Φάση 6). Στις κορεσµένες περιοχές όπου υπάρχει καθίζηση 
και ενεργοποίηση ρηγµάτων εµφανίζεταικαταβύθιση των περιοχών και αλλαγές στην 
περίµετρο τους (Φάση 7). 
 
 

ΣΥΜΠΙΕΣΗ-ΠΡΟΚΛΗΣΗ ΚΑΘΙΖΗΣΗΣ ΚΑΙ ΑΣΤΟΧΙΑ ΤΩΝ 
ΓΕΩΤΡΗΣΕΩΝ 
 
Κατά την άντληση πετρελαίου, είναι πιθανή η συµπίεση της γεωδεξαµενης. Το βάρος 
των υπερκείµενων εδαφικών στρωµάτων υποστηρίζεται εν µέρη από το πέτρωµα του 
βράχου και εν µέρει από το ροή ρευστού υπό πίεση µέσα στο πορώδες του βράχου. 
Όταν η πίεση του ρευστού ελαττώνεται τότε όλο και περισσότερο από το φορτίο 
µεταφέρεται στο πέτρωµα της γεωδεξαµενής το οποιό συµπιέζεται.  
Η συµπύκνωση του βράχου προκαλεί προβλήµατα µε πολλαπλές συνέπειες. Για 
παράδειγµα, η συµπύκνωση µπορεί να µειώσει το πορώδες και τη διαπερατότητα, 
επηρεάζοντας την µακροπρόθεσµη παραγωγή υδρογονανθράκων από την δεξαµενή. 
Η συµπύκνωση µπορεί επίσης να προκαλέσει σηµαντική παραµορφώση στις 
γεωτρήσεις, δηµιουργώντας σοβαρά προβλήµατα τόσο στη λειτουργία, όσο ακόµα 
και στην ύπαρξη των γεωτρήσεων άντλησης. Αν η συµπύκνωση είναι σηµαντική, 
µπορεί να προκαλέσει ακόµα και καθίζηση του βυθού της θάλασσας, οδηγώντας 
πιθανώς σε δριµύτατα προβλήµατα ασφάλειας για τις εξέδρες άντλησης.  
Τα προβλήµατα που προκαλούνται από την συµπύκνωση της γεωκατασκευής στις 
τοποθεσίες δεξαµενών άντλησης πετρελαίου µπορεί να είναι πολύ δαπανηρά. Τέτοια 
προβλήµατα έχουν καταχωρηθεί για τοποθεσίες στη Νορβηγία, Ρωσία, Ιταλία, 
Βενεζουέλα, Ιαπωνία και στις Η.Π.Α., στην Καλιφόρνια, στο Τέξας και στον Κόλπο 
του Μεξικού [3]. Για παράδειγµα, κατά τη διάρκεια 1935-65 η επιφάνεια πάνω από 
τη γεωδεξαµενή πετρελαίου στο Wilmington στην Καλιφόρνια υπέστη καθίζηση της 
τάξεως των 33ft (10m). Το κόστος για την ανύψωση, την προστασία και την επισκευή 
διαφόρων εγκαταστάσεων έφτασε το ύψος των 100 εκατοµυρίων δολλαρίων ($ 
100*106) από το 1962. Η καθίζηση προκάλεσε αστοχία σε εκατοντάδες γεωτρήσεις. 
Στη περιοχή Ekofisk, στην Βόρεια θάλασσα, η καθίζηση του βυθού της θάλασσας, 
έως το 1987 ήταν περίπου 13ft (περίπου 4m). Το πλήρες σχέδιο για την ανύψωση στις 
πλατφόρµες πετρελαίου και την προστασία των εγκαταστάσεων αποθήκευσης σε 
αυτή την σηµαντική περιοχή άντλησης πετρελαίου στοίχισαν 400 εκατοµµύρια 
δολάρια ( $400*106 ). Λόγω της καθιζήσεως υπήρξε αστοχία σε περισσότερες από τα 
2/3 των γεωτρήσεων. Σήµερα η καθίζηση του βυθού της θάλασσας ξεπερνάει τα 10m 
και χρειάστηκε εκ νέου σχεδιασµός και ανάπτυξη του κοιτάσµατος.  
Η συµπύκνωση της γεωδεξαµενής έχει επίσης θετικά αποτελέσµατα στην 
αποληψιµότητα του πετρελαίου. Στο Ekofisk είχαµε µία παράταση ζωής του 
κοιτάσµατος για πάνω από 20 χρόνια, έως το 2025.  

                                                 
1 Αγγλ. Overburden 
2 Αγγλ. Land surface subsidence 
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Παρακάτω, θα παρουσιάσουµε µερικές περιπτώσεις πεδίων, που έχουν σηµαντική 
συµπύκνωση βράχου και προβλήµατα καθίζησης, τις οποίες και θα αντιµετωπίσουµε 
µε περισσότερη λεπτοµέρεια.  
 
 
 Τοποθεσία Valhall  
 
 
 

 
Εικόνα 2: Χάρτης µε τη θέση της τοποθεσίας Valhall 

 
 
Η τοποθεσία Valhall είναι µία ασβεστολιθική γεωδεξαµενή πετρελαίου, η οποία 
τοποθετείται στο κέντρο περίπου του Νορβηγικού τοµέα της Βόρειας Θάλασσας.  
 

 
Εικόνα 3: Πλατφόρµα παραγωγής πετρελαίου στην τοποθεσία Valhall 

 
 

Αρχικά η γεωδεξαµενή βρισκόταν υπό πίεση και ήταν µη κορεσµένη. Η γεωδεξαµενή 
είναι σε βάθος κατά προσέγγιση 2400m από την επιφάνεια της θάλασσας και 
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αποτελείται από κιµωλία, ασβεστόλιθους οργανικής προέλευσης. Οι ασβεστόλιθοι 
στη περιοχή αυτή παρουσιάζουν µεγάλες διαφορές στο πορώδες και την 
διαπερατότητα. 
Η παραγωγή πετρελαίου και φυσικού αερίου από την τοποθεσία Valhall ξεκίνησε τον 
Οκτώβριο του 1982. Η συµπύκνωση της γεωδεξαµενής αναγνωρίστηκε πρώτα το 
1986 όταν εντοπίστηκε η καθίζηση των εγκαταστάσεων της επιφάνειας. Σε ένα 
σηµείο της γεωδεξαµενής ο υπολογισµός της πίεσης ήταν µόνο 3.4Mpa, κατά πολύ 
λιγότερη από 48.3Mpa, που είναι η πίεση των υπερκειµένων γαιών, συνεπάγοντας 
συµπίεση της γεωκατασκευής [3].  
Με την άντληση του πετρελαίου, η γεωδεξαµενή συµπιέστηκε σηµαντικά, 
συνεπάγοντας αστοχίες γεωτρήσεων στην γεωδεξαµενή και στη γεωκατασκευή και 
καθίζηση στην επιφάνεια. Πειραµατικές και αριθµητικές µελέτες πραγµατοποιήθηκαν 
για να προβλέψουν την συµπίεση της δεξαµενής και την καθίζηση του βυθού στο 
Valhall.  
 
 
 Τοποθεσία Ekofisk 
 

 
Εικόνα 4: Μία όψη της τοποθεσίας Ekofisk 

 
 
Το κοίτασµα Ekofisk είναι µία γεωδεξαµενή η οποία τοποθετείται νότια στο 
Νορβηγικό τοµέα της Βόρειας Θάλασσας. Αποτελείται από κιµωλία επίσης,  
 

 
Εικόνα 5: Η πλατφόρµα παραγωγής πετρελαίου στην τοποθεσία Ekofisk 
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πορώδους και βρίσκεται αρχικά υπό υψηλή πίεση και φυσικό κορεσµό ο οποίος 
δηµιουργεί ικανοποιητική διαπερατότητα. Η τοποθεσία Ekofisk βρίσκεται περίπου 
9834 ft [περίπου 3000m] κάτω από την θάλασσα, καλύπτει 12000 παραγωγικά 
στρέµµατα και προσδιορίζεται κατά µέσο όρο στα 600 ft (~180m) πάχος δεξαµενής.  
Η παραγωγή από το Ekofisk ξεκίνησε τον Ιούλιο του 1971. Όλο το φυσικό αέριο της 
γεωδεξαµενής είχε αντληθεί έως το 1977. Μετά το 1977 το φυσικό αέριο το οποίο 
παραγόταν επανεγχυνόταν στη γεωδεξαµενή, για την αποφυγή υποπιέσεων στη 
δεξαµενή, ενώ η έγχυση νερού στη γεωδεξαµενή ξεκίνησε το 1987. Η καθίζηση της 
επιφάνειας αρχικά παρατηρήθηκε στο Ekofisk το 1984. Κατά προσέγγιση 3 µέτρα της 
επιφανειακής καθίζησης είχαν παρατηρηθεί στη κορυφή της τοποθεσίας. 
 

 
Εικόνα 6: Χάρτης µε τη θέση της τοποθεσίας Ekofisk [5] 

 
 
Η ταχύτητα καθίζησης στη περιοχή είχε µετρηθεί περίπου στα 33cm/ χρόνο. Αυτή τη 
στιγµή, η υποπίεση της γεωδεξαµενής υπολογίζεται να είναι η κύρια αιτία για την 
συµπίεση της γεωκατασκευής.  
Η εισαγωγή νερού σε περιορισµένη κλίµακα, ξεκίνησε το 1987. Η βαθµιαία αύξηση 
της πίεσης του νερού, που πραγµατοποιήθηκε µε σκοπό την διατήρηση και την 
βαθµιαία επανάκτηση της πίεσης στη γεωδεξαµενή, αναµενόταν να µειώσει και 
τελικά να σταµατήσει την καθίζηση στις πλατφόρµες άντλησης πετρελαίου. Έτσι 
καθώς η πίεση άρχισε να σταθεροποιείται το 1993, στις αρχές του 1994 υπήρξε µικρή 
επιρροή στη ταχύτητα της καθίζησης. Η τιµή της καθίζησης παρέµεινε ουσιαστικά 
ίδια κατά την διάρκεια του 1998, µε την συνολική καθίζηση να πλησιάζει τα 7.8 
µέτρα. Η συνεχόµενη καθίζηση µετά την αρχή του 1994, σε συνδυασµό µε 
εργαστηριακές και επιτόπου µετρήσεις, έδειξαν ότι µε τη µείωση της πίεσης πόρων 
είχε γίνει ένας σηµαντικός µηχανισµός συµπίεσης της γεωκατασκευής. 
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 Τοποθεσία Belridge  
 
Το Lost Hills και το Belridge είναι τοποθεσίες πετρελαίου που βρίσκονται στην 
δυτική πλευρά του San Joaquin Valley, 40 µίλια Βορειοδυτικά του Bakersfield. Οι 
περιοχές αυτές αντιµετωπίζουν σοβαρά προβλήµατα καθιζήσεων τα οποία οφείλονται 
στην άντληση σηµαντικών ποσοτήτων πετρελαίου.  
 

           
Εικόνα 7: Χάρτης µε τη θέση της τοποθεσίας Belridge, ΗΠΑ 

 
 

Η τοποθεσία Belridge βρίσκεται περίπου 100 χλµ. δυτικά του Bakersfield, 
Καλιφόρνια, ΗΠΑ. Το πετρέλαιο αντλείται µέσω στρωµάτων άµµου µε υψηλό 
πορώδες (45% έως 70%), το οποίο οδηγεί σε υψηλή συµπιεστότητα της 
γεωκατασκευής. Η παραγωγή µειώνει την πίεση της γεωδεξαµενής, επιταχύνει την 
καθίζηση της επιφάνειας και αυξάνει τον αριθµό των δαπανηρών αποτυχηµένων 
γεωτρήσεων στην δεκαετία του 1980. Κατά το 1987, 10 µε 15 ft (3m-5m) σωρευτικής 
καθίζησης της επιφάνειας υπολογίστηκε σε διάφορα µέρη της τοποθεσίας και 
περισσότερες από 100 γεωτρήσεις εγκαταλείφθηκαν. Στα τέλη της δεκαετίας του ΄80 
χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος εισροής νερού υπό πίεση, για να µετριαστεί η καθίζηση 
και να ελαττωθεί η πιθανότητα πρόσθετων αποτυχηµένων γεωτρήσεων. 
 Οι τιµές της καθίζησης είναι τώρα κοντά στο µηδέν. Το ποσοστό αποτυχηµένων 
γεωτρήσεων, παρότι είναι χαµηλότερο από τη δεκαετία του 1980 είναι ακόµη 
σηµαντικό οικονοµικά και υπολογίζεται σε 2% έως 6% των ενεργών γεωτρήσεων τον 
χρόνο. Περίπου 1000 γεωτρήσεις έχουν αστοχήσει κατά την διάρκεια των τελευταίων 
20 χρόνων παραγωγής πετρελαίου. Το κόστος των αντικαταστάσεων ανέρχεται σε 
εκατοµµύρια δολάρια τον χρόνο και οι αντικαταστάσεις µπορούν να σταµατήσουν 
την παραγωγή πετρελαίου προσωρινά.  
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΕΦΑΛΑΙΩΝ ∆Ι∆ΑΚΤΟΡΙΚΗΣ ∆ΙΑΤΡΙΒΗΣ 
 
Στο 1ο Κεφάλαιο της εργασίας αυτής γίνεται µία γενική θεωρητική περιγραφή του 
φαινοµένου των καθιζήσεων από Κλασικές Θεωρίες τόσο για το ευθύ όσο και για το 
αντίστροφο πρόβληµα βαθιάς καθίζησης.  
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Στο 2ο Κεφάλαιο της παρούσης εργασίας ασχολείται µε τη µελέτη του προβλήµατος 
βαθιάς καθίζησης, αρχικά µε τη θεώρηση Litwiniszyn. Χρησιµοποιώντας τη θεώρηση 
Litwiniszyn για τη σχέση της κατανοµής καθίζησης σε διαφορετικά οριζόντια 
επίπεδα της γεωκατασκευής, καταλήγουµε στη διαφορική εξίσωση Einstein-
Kolmogorov, όπου η ανεξάρτητη χρονική µεταβλητή περιγράφεται από το βάθος, και 
µε µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς στο αντίστοιχο επίπεδο πρόβληµα αρχικών και 
συνοριακών τιµών. Το πρόβληµα επιλύεται αριθµητικά µε τη µέθοδο των 
πεπερασµένων διαφορών για δεδοµένη γεωµετρία και εδαφικά χαρακτηριστικά. 
Χρησιµοποιώντας την διαφορική εξίσωση Einstein – Kolmogorov σε πολικές 
συντεταγµένες και κατάλληλους µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς επιλύεται και το 
αξονοσυµµετρικό πρόβληµα βαθιάς καθίζησης µε τη θεώρηση Litwiniszyn. Στο 
δεύτερο µέρος του Κεφαλαίου 2 για την επίλυση του προβλήµατος βαθιάς καθίζησης 
χρησιµοποιείται η Θεώρηση της Ελαστικότητας. Το επίπεδο και αξονοσυµµετρικό 
πρόβληµα βαθιάς καθίζησης επιλύονται αντίστοιχα χρησιµοποιώντας τη Θεωρία της 
Ελαστικότητας. Οι ολοκληρωτικές λύσεις που προκύπτουν υπολογίζονται αριθµητικά 
και συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα της Θεωρίας Litwiniszyn. Στο Παράρτηµα του 
Κεφαλαίου εµφανίζεται µελέτη των αριθµητικών αλγορίθµων πεπερασµένων 
διαφορών που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση του προβλήµατος µε τη θεώρηση 
Litwiniszyn. 
Στο 3ο Κεφάλαιο τοποθετείται το αντίστροφο πρόβληµα βαθιάς καθίζησης βασισµένο 
στο επίπεδο πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών της Θεωρίας Litwiniszyn. Τα 
αντίστροφα προβλήµατα γενικά είναι µη καλώς µαθηµατικά ορισµένα. Για να 
επιλυθούν µε ευθύ τρόπο είναι απαραίτητη η χρήση κανονικοποιήσεων. Στην εργασία 
αυτή παρουσιάζονται δύο κανονικοποιήσεις µε χρήση τελεστών κανονικοποίησης: α. 
Η µέθοδος Lions χρήση του διαφορικού τελεστή uxxxx και β. Η µέθοδος µεικτής 
παραγώγου που προτείνεται σε αυτή την εργασία µε χρήση του διαφορικού τελεστή 
uxxzz. Η επίλυση των αντίστροφων προβληµάτων αρχικών και συνοριακών τιµών που 
προκύπτουν, γίνεται αριθµητικά µε χρήση κατάλληλου αλγορίθµου πεπερασµένων 
διαφορών. Η καλή τοποθέτηση1 του αντιστρόφου προβλήµατος µελετάται στη µορφή 
της γραµµικοποιηµένη ανάλυση ευστάθειας διαφορικής εξίσωσης2. 
Στο 4ο Κεφάλαιο µελετάται η ευστάθεια και η σύγκλιση του αριθµητικού αλγορίθµου 
για το αντίστροφο πρόβληµα. Στην αρχή του Κεφαλαίου γίνεται θεωρητική αναφορά 
γενικά στην µελέτη ευστάθειας αριθµητικών αλγορίθµων αλλά και ειδικά στη 
γενικευµένη συνθήκη ευστάθειας von Neumann. Χρησιµοποιώντας τη συνθήκη 
ευστάθειας von Neumann, µελετάται η ευστάθεια του αριθµητικού αλγορίθµου για το 
αντίστροφο πρόβληµα βαθιάς καθίζησης και για τις δύο κανονικοποιήσεις που 
αναφέρθηκαν στη προηγούµενη παράγραφο. Η µελέτη σύγκλισης αριθµητικής και 
ακριβούς λύσης µελετάται στη βάση της Θεωρίας του σφάλµατος προσσέγγισης3. Στο 
τελευταίο µέρος του Κεφαλαίου παρουσιάζεται η θεωρητική αναφορά του σφάλµατος 
προσέγγισης καθώς και µελέτη αυτού που αφορά στο αντίστροφο πρόβληµα και για 
τις δύο µεθόδους κανονικοποίησης. 
Στο τέλος της εργασίας, συνοψίζονται τα αποτελέσµατα της έρευνας στο πρόβληµα 
βαθιάς καθίζησης αλλά και πιθανοί ερευνητικοί προβληµατισµοί για το µέλλον. Στο 
Παράρτηµα εµφανίζονται οι κώδικες λογισµικού για την αριθµητική επίλυση ή την 
αριθµητική ολοκλήρωση αντίστοιχων εκφράσεων αναλυτικών επιλύσεων. 

                                                 
1 Αγγλ. Well-possedness 
2 Αγγλ. Linear Stability Analysis 
3 Αγγλ. Truncation Error 
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